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ВВЕДЕНИЕ 

Развитие вычислительной техники и последующее развитие 
высокопроизводительных вычислительных систем открывают качественно 
новые возможности изучения сложных реальных объектов методами 
вычислительного эксперимента [17, 18].  

Машинный вычислительный эксперимент как новый метод научного 
исследования предполагает дискретизацию исходной задачи. Он требует 
специальной проработки численного алгоритма: корректность, устойчивость, 
точность, сходимость. Поэтому на современном этапе подготовки выпускников 
по направлению «Прикладная математика и информатика» основной целью 
освоения дисциплины «Численные методы» является изучение 
фундаментальных принципов построения численных алгоритмов, подходов к 
анализу их свойств, подготовка студентов к разработке и применению 
эффективных вычислительных комплексов, необходимых для математического 
моделирования сложных систем.  

В Институте информационных технологий, математики и механики 
ННГУ в системе подготовки бакалавров по указанному выше направлению 
дисциплина «Численные методы» изучается на 3-м курсе в течение двух 
семестров. Обучение включает лекции, практические и лабораторные занятия, 
самостоятельную работу, зачеты и экзамен. Содержание дисциплины 
соответствует требованиям федеральных государственных образовательных 
стандартов и обновляется с учетом проблематики научных исследований и 
технологий программирования. Фундаментальные основы курса соответствует 
требованиям типовой программы по направлению «Прикладная математика и 
информатика», разработанной под руководством академика РАН 
А.А. Самарского [19].  

Курс содержит изучение основ машинной арифметики, анализ структуры 
погрешности, подходы и методы приближенного вычисления функций, 
численное дифференцирование и интегрирование, численное решение систем 
линейных алгебраических уравнений, задач на собственные значения, решение 
нелинейных алгебраических уравнений и систем. Особое внимание уделяется 
инструментам математического моделирования сложных систем: методам 
численного решения задачи Коши и краевых задач для обыкновенных 
дифференциальных уравнений (ОДУ), решению уравнений в частных 
производных, а также структуре соответствующих вычислительных 
комплексов.  

В связи с успешным применением в ННГУ практико-ориентированного 
подхода и на основе принципа «образование как исследование», вытекающего 
из положения Гумбольдта «образование на основе исследований» [17], 
фундаментальный курс «Численные методы» имеет в ННГУ уровневую 
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структуру. С одной стороны, в нем представлены все основные разделы 
численного анализа. С другой стороны, актуальные приложения требуют 
одновременного использования разных методов. Поэтому основой курса 
является системное изучение модельных задач, описывающих свойства 
реальных объектов различной природы. Освоение разделов дисциплины 
построено таким образом, чтобы в течение каждого семестра студенты могли 
самостоятельно подготовить программную реализацию численного алгоритма 
для решения модельной задачи, провести вычислительный эксперимент и 
подготовить отчет.  

Нижегородский государственный университет является участником 
Суперкомпьютерного консорциума университетов России [18]. Студентов 3-го 
курса, изучающих дисциплину «Численные методы», знакомят с подходами к 
организации параллельных вычислений. Глубокое изучение этих подходов 
опирается на тот же комплект модельных задач, но проводится на старших 
курсах после освоения дисциплин, посвященных технологиям и методам 
параллельного программирования.  

При освоении курса «Численные методы» у студентов 3-го курса должны 
быть сформированы компетенции разработки и применения программных 
средств разного уровня сложности. Поэтому требования к программам, 
подготовленным студентами, также реализуют практико-ориентированный 
подход. Программа должна быть написана на алгоритмическом языке высокого 
уровня. Код, реализующий алгоритм, должен быть подготовлен студентом 
самостоятельно. Объектно-ориентированный подход приветствуется. 
Программа и способ работы с ней должны быть пригодны не только для 
выполнения конкретного расчета, но также для проверки корректной 
реализации метода и результатов вычислительного эксперимента, и затем для 
изучения свойств метода и свойств моделируемого объекта. Ряд заданий 
выполняются с помощью специальной программы-тренажера, затем – с 
помощью программы, подготовленной студентом.  

Требования самостоятельной программной реализации алгоритма и 
последующего самостоятельного проведения вычислительного эксперимента 
предполагают, что при рассмотрении теоретического материала, проведении 
практических занятий, выполнении заданий в рамках самостоятельной работы 
необходимо уделить больше внимания анализу понятийного аппарата 
дисциплины, доказательной базе, рассмотрению «простых» примеров и разбору 
по шагам решений специально подобранных задач. Решение именно этой 
учебной задачи поддерживает предлагаемое пособие. 

Изучение тематического модуля, представленного в пособии, опирается 
на дисциплины «Дифференциальные уравнения», «Математический анализ», 
«Геометрия и алгебра» и «Программирование на ЭВМ» и осуществляется 
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одновременно с изучением дисциплин «Уравнения математической физики» и 
«Функциональный анализ».  

Нумерация разделов пособия соответствует установленной в настоящее 
время нумерации тематических модулей электронного учебного курса 
«Численные методы», представленного в системе электронного обучения 
ННГУ (СЭО ННГУ) на базе платформы Moodle. В период весеннего семестра 
2019-20 учебного года и осеннего семестра 2020-21 учебного года 
дистанционная организация учебного процесса по дисциплине «Численные 
методы» выстраивалась на базе этого электронного курса [20].  

Пособие предназначено для студентов университета, обучающихся по 
направлению подготовки 01.03.02 «Прикладная математика и информатика», 
изучающих курс «Численные методы», и преподавателей.  

Материал пособия может быть полезен студентам, изучающим в вузе 
численные методы на различных направлениях подготовки, а также студентам 
магистратуры ИИТММ, изучающим параллельные численные методы на 
основе технологий параллельного программирования.  
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Модуль 16. Методы численного решения задачи Коши  
для обыкновенных дифференциальных уравнений и систем 

Постановка задачи. Истинная и численная траектории. Шаг метода и шаг интегриро-
вания. Счет с выходом на границу, счет на установление и другие критерии останов-
ки счета. Одношаговые и многошаговые методы. Примеры явных одношаговых мето-
дов, их каноническая запись. Метод Рунге-Кутта 4-го порядка. 

Глобальная и локальная погрешность метода. Порядок малости локальной погрешно-
сти и порядок метода. Контроль локальной погрешности за счет двойного счета с 
половинным шагом. Базовая схема счета, счет с корректировкой значений. Контроль 
локальной погрешности за счет методов разных порядков. Метод Рунге-Кутта-
Мерсона.  

Порядок метода и порядок малости глобальной погрешности. Поведение глобальной 
погрешности на участках численной траектории. Методы решения задачи Коши для 
систем ОДУ. Анализ малости локальной погрешности и порядка методов. Обоснова-
ние контроля погрешности за счет двойного счета с половинным шагом. 

Свойства жестких систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Пример же-
сткой системы ОДУ. Решение задачи Коши для жесткой системы явным и неявным 
методами (на примере метода Эйлера).  

16.1. Постановка задачи. Основные термины и  
критерии остановки счета 
Рассмотрим задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения (ОДУ) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

00)(

)(

uxu

u,xf
dx
du

           (16.1) 

Считаем, что на фазовой плоскости )( u,x  в окрестности точки )( 00 u,x  условия 
теоремы существования и единственности решения задачи Коши выполнены. 

Решение задачи Коши обозначим )(xu  и называем его истинным решением. 

На фазовой плоскости )( u,x  траектория ))(( xu,x  проходит через точку )( 00 u,x .  

Эту траекторию будем называть истинной траекторией ,  

Численно на фазовой плоскости шаг за шагом можно строить последовательность  

... ),(  ),(  ...  ),(  ),(  ),( 11221100 ++ nnnn ,vx,vx,vx,vxv,x  

которую называют численной траекторией задачи Коши. 

Зависимость )(xv  называем численным решением. 
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Начальную точку последовательности выбирают в соответствии  
с начальным условием задачи Коши:  

)()( 0000 u,x,vx = .  

Значения аргумента x  для точек численной траектории  
вычисляются по формуле  

...2,1,0,1 =+=+ nhxx nnn .  

Эти значения образуют сетку по аргументу x . 

Значение nh  называют шагом численного интегрирования  
на шаге метода с номером 1+n .  

Значение 1+nv  получено на шаге метода с номером 1+n ,  

его называют численным решением при 1+= nxx .  

Численная траектория может иметь постоянный шаг consthhn ==   
либо шаг интегрирования может меняться.  

В этих случаях сетку по аргументу x  называют равномерной или  
неравномерной соответственно. 

 

 
Перечислим некоторые критерии остановки счета.  
 
Последняя (вычисляемая) точка численной траектории – обозначим ее ),( NN vx  – опре-
деляется условиями и смыслом задачи.  

 

В этой связи различают  

1) счет с выходом на правую границу X  по аргументу x ;  

2) счет с выходом на значение U  искомой функции )(xu  (снизу или сверху); 

3) счет на установление; 

4) счет с ограничением на максимальное число шагов метода )( maxNN ≤ ; 

5) выполнение заданного числа шагов метода )( N  и др.  

Рассмотрим варианты. 

1) Если задача содержит условие ][ 0 X,xx∈ , необходимо выбрать малый параметр 

0>грε , отвечающий за погрешность выхода на правую границу отрезка интегрирова-

ния.  
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Если на шаге с номером N  оказалось, что ],[ XXx грN ε−∈ , точку ),( NN vx  необхо-

димо вычислить и затем прекратить счет, так как численная траектория вышла на правую 
границу по аргументу x  (подошла к числу X ) с погрешностью не более .грε   

Продолжение счета при Xx >  может быть нецелесообразным, так как истинное реше-
ние задачи Коши при Xx >  может не существовать.  

2) Счет с выходом на значение U  искомой функции )(xu  выполняется аналогично: не-

обходимо выбрать малый параметр 0>грε , отвечающий за погрешность.  

Рассмотрим выход на значение U  «снизу».  

Если на шаге с номером N  оказалось, что ],[ UUv грN ε−∈ , точку ),( NN vx  необхо-

димо вычислить и затем прекратить счет, так как численная траектория вышла на значе-
ние U  «снизу» с погрешностью не более .грε   

Если нужен выход на значение U  «сверху», используется критерий ][ грN UU,v ε+∈  

3) Термин «счет на установление» означает, точки численной траектории следует вычис-
лять до тех пор, пока численная траектория не выйдет на стационарный, периодический 
или иной интересный исследователю режим, или до тех пор, пока счет не будет останов-
лен пользователем по иной причине.  

Счет на установление позволяет численно обнаружить возможные устойчивые стацио-
нарные и периодические режимы, а также выход траектории «в бесконечность». Такой 
способ счета был предложен Адамсом (1850).  

4) Ограничение на максимальное число шагов метода )( maxNN ≤  используется в со-
четании с любым из вариантов 1)—3). Если нужно запоминать все точки численной траек-
тории, такое ограничение нужно для управления памятью.  

5) Выполнение заранее заданного числа шагов метода )( N  применяется при сопостав-
лении свойств численных методов, проверке производительности вычислительных сис-
тем и при отладке программ. 

16.2. Одношаговые и многошаговые методы решения задачи Коши 

Опред ел е ни е .  Численный метод решения задачи (16.1) называется k -шаговым, 
1≥k , если при вычислении каждой следующей точки численной траектории – обозначим 

ее )( 11 ++ nn ,vx  – используются k  предшествующих точек, а именно, точки  

)...( ),( ),( 1111 +−+−−− knknnnnn ,vx,vxv,x . 

 

Одношаговые методы (к ним относится широкий класс численных методов типа 
Рунге-Кутта) при вычислении точки )( 11 ++ nn ,vx  используют только текущую точку 

)( nn,vx  численной траектории.  
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Точность методов типа Рунге-Кутта обеспечивается тем, что при вычислении каждой сле-
дующей точки )( 11 ++ nn ,vx  проводится несколько замеров поля направлений в окрест-

ности текущей точки )( nn,vx .  

Для этого в точках, близких )( nn,vx , несколько раз вычисляется заданная (известная) 
правая часть дифференциального уравнения )(x,uf .  

 
Многошаговые методы (например, методы Адамса-Башфорта, Милна, Хэмминга и др.) 
при вычислении точки )( 11 ++ nn ,vx  используют 1>k  предшествующих точек.  

Первые k  точек, необходимые для запуска k -шагового метода и расчета точки 
)( 11 ++ kk ,vx , должны быть вычислены иным  способом – например, одношаговым 

методом.  

В многошаговых методах вычисляемая точка )( 11 ++ nn ,vx  и необходимые для ее 
расчета предшествующие k  точек должны быть равноудалены по аргументу x :  

hxx...xxxx knknnnnn =−==−=− +−+−−+ 1211 .  

В силу этого обстоятельства при изменении шага численного интегрирования для 
продолжения счета необходим пересчет предшествующих точек, что должно быть 
учтено в программной реализации.  

Таким образом, одношаговые методы оказываются более трудоемкими (на каждом шаге 
метода несколько раз вычисляется правая часть дифференциального уравнения), а мно-
гошаговые методы – менее гибкими при управлении шагом и более сложными в про-
граммной реализации. 

Коммен та р ии  

Исторически первый метод – метод Эйлера (1758) – формально относится и к од-
ношаговым, и к многошаговым методам.  

Многошаговые методы были впервые предложены в середине XIX века (Адамс, 
Башфорт), одношаговые – в конце XIX – начале XX веков (Рунге и Кутта).  

Далее рассматриваются одношаговые методы типа Рунге-Кутта, получившие со 
второй половины XX века и до настоящего времени значительное распростране-
ние в связи с развитием вычислительной техники, удобством программной реали-
зации и гибкостью при управлении шагом интегрирования.  

В связи с приложениями разработаны явные и неявные методы типа Рунге-Кутта 
высокой точности (высокого порядка). Например, такие, как метод Рунге-Кутта 4-го 
порядка, метод Рунге-Кутта-Мерсона, неявные методы оптимального порядка. 

При расчетах решений задачи Коши в системах ОДУ с большим числом уравнений 
на высокопроизводительных вычислительных системах часто используются удоб-
ные в реализации одношаговые методы невысокого порядка. Точность достигает-
ся за счет малого шага численного интегрирования. 
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Многошаговые методы рекомендуется использовать в тех случаях, когда вычисле-
ние )(x,uf  является трудоемким и дополнительные замеры нежелательны.  

Кроме того, многошаговые методы используются при разработке разностных схем 
для численного решения уравнений в частных производных. 

16.3. Примеры одношаговых методов типа Рунге-Кутта,  
канонический вид явных методов 
Приведем примеры явных одношаговых методов 1-го и 2-го порядка. 

Метод Эйлера (1-го порядка) имеет вид 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

⋅+=
+==

+

+

2,...1,0,
),,(

,  ,  ,

1

1000

n
vxfhvv

hxxuvx

nnnnn

nnn
        (16.2) 

 

Метод Рунге-Кутта I (далее – РКI , 2-го порядка) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
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⎧
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++⋅+=

+==
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1000
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hxxuvx
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nnnn
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     (16.3) 

 

Метод Рунге-Кутта II (далее – РКII , 2-го порядка) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

++++=

+==

+

+

2...1,0,

)),((),((
2

,  ,  ,

1

1000

n

vxfh,vhxfvxfhvv

hxxuvx

nnnnnnnn
n

nn

nnn

    (16.4) 

 

В методе РКI , см. формулу (16.3), в качестве аргумента функции )(x,uf  ис-

пользуется точка, полученная на основе текущей точки )( nn v,x  методом Эйлера 

с шагом 
2
nh

:  

))(
22

( nn
n

n
n

n ,vxfhv,hx ++ . 
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В методе РКII , см. формулу (16.4) в качестве аргумента функции )(x,uf  ис-

пользуется текущая точка )( nn v,x  и точка, полученная на ее основе методом 

Эйлера с шагом nh .  

))(( nnnnnn ,vxfhv,hx ++  

 

На каждом шаге метода РКI  и метода РКII  функция )(x,uf  вычисляется два 

раза: сначала – в текущей точке )( nn v,x , затем – в дополнительной точке, пред-
варительно вычисленной методом Эйлера.  

За счет дополнительных замеров поля направлений в фазовом пространстве ме-
тоды РКI  и РКII  в сопоставлении с методом Эйлера более точны.  

 
Явные одношаговые методы типа Рунге-Кутта обычно записывают  
в каноническом виде  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

⋅+=
+==

+

+

2...1,0,
),,(
,  ,  ,

1

1000

n
hvxFhvv
hxxuvx

nnnnnn

nnn
         (16.5) 

где 

)(...)()(),,( 2211 nssnnnnn hkphkphkphvxF ⋅++⋅+⋅= .     (16.6) 

Натуральное число s  называют числом стадий метода,  

sipi ,...1, =  – постоянные (не зависящие от шага метода) параметры метода, 

sihk ni ,...1,)( =  – коэффициенты метода (они вычисляются как значения функции 
)(x,uf , заданной в правой части дифференциального уравнения).  

На каждом шаге метода коэффициенты sihk ni ,...1,)( = , вычисляют заново, используя 
еще один набор постоянных (не зависящих от шага метода) параметров (чисел), опреде-
ляющих сдвиг аргументов функции )(x,uf  относительно текущей точки )( nn,vx . 

Параметры, определяющие сдвиг аргументов, обозначим  

s,...i,i 2=α   

112 −==β s,j,s,...i,ij . 
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Тогда формулы для расчета коэффициентов метода принимают вид 

))...(,(
...

))(,(
),(

),(

112211

23213133

12122

1

−− ⋅++⋅+⋅⋅+⋅+=

⋅+⋅⋅+⋅+=
⋅⋅+⋅+=

=

sssssnnnsns

nnnn

nnnn

nn

kkkhvhxfk

kkhvhxfk
khvhxfk

vxfk

βββα

ββα
βα

  (16.7) 

Очевидно, что коэффициенты sihk ni ,...1,)( =  можно найти последовательно, один за 

другим, начиная с 1k .  

Поэтому методы типа Рунге-Кутта, заданные формулами (16.5)-(16.7), называют явными 
(примеры неявных методов типа Рунге-Кутта приведены в конце модуля). 

Число s  – количество стадий – характеризует трудоемкость метода.  

Оно показывает, сколько раз нужно вычислить )(x,uf , чтобы найти очередную точку 
численной траектории.  

 
Приведенные выше методы (16.2)-(16.4) перепишем в каноническом виде. 

Для метода Эйлера верно 
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где )(1 nn v,xfk = . Число стадий 1=s , параметр 11 =p , иных параметров нет.  

Для метода РКI , см. формулы (16.3), верно 
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Число стадий 2=s , параметры 
2
1

2
110 21221 =β=α== ,,p,p .  
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Каноническая запись метода РКII , см. (16.4), имеет вид  
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где  
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=
.  

Число стадий метода 2=s ,  параметры 11
2
1

2
1

21221 =β=α== ,,p,p .  

16.4. Метод Рунге-Кутта 4-го порядка 
В приложениях часто востребованы одношаговые методы высокого порядка  
и соответственно высокой точности .  

Например, 4-х стадийный метод Рунге-Кутта 4-го порядка имеет вид: 
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      (16.8) 

Число стадий метода 4=s ,  параметры 
6
1,

3
1,

3
1,

6
1

4321 ==== pppp .  

1,0,
2
1,0,

2
1,1,

2
1

434241323121432 ========= ββββββααα  

Коммен та р ий  

1) Доказано, что для построения более точных методов – от 5-го порядка и 
выше, необходимо число стадий более высокое, чем порядок метода.  

2) Канонический способ записи удобен для программной реализации 
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16.5. Глобальная и локальная погрешность метода 

Опред ел е ни е . Глобальной погрешностью метода 1+nE  называют разность зна-

чений истинного решения задачи (16.1) и ее численного решения при 1+= nxx : 

111 +++ −= nnn vuE           (16.11) 

Так как при численном счете такая погрешность, как правило, не поддается оценке, по-
грешность изучают локально, то есть отдельно на каждом шаге метода. 

 

Чтобы определить понятие локальной погрешности, рассмотрим текущую и следую-
щую точки численной траектории: )( nn v,x  и )( 11 ++ nn v,x .  

Поставим вспомогательную задачу Коши 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

nn vxu

u,xf
dx
du

)(

)(
           (16.12) 

Решение задачи (16.12) обозначим )()( xû n .  

Индекс n  напоминает о том, что начальной точкой этой траектории является )( nn v,x : 

nn
n vxû =)()( .  

Значение )()( xû n  при 1+= nxx  обозначим )(
1ˆ n

nu +  

)( 1
)()(

1 ++ = n
nn

n xûû . 

 

Опред ел е ни е . Локальной погрешностью метода 1+ne  называют разность значе-

ний решения вспомогательной задачи (16.12) при 1+= nxx  и численного решения 1+nv : 

111 +++ −= n
)n(

nn vûe           (16.13)  

Таким образом, локальная погрешность 1+ne  характеризует «отрыв» численного 
решения )( 11 ++ nn v,x  от решения вспомогательной задачи Коши, проходившего 
через предыдущую точку )( nn v,x . 
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Коммен та р ии  

В силу выбора )()( 0000 u,x,vx =  на начальном шаге любого метода глобальная 

погрешность отсутствует )0( 0 =E , а локальная не определена, но может быть до-

определена нулем )0( 0 =e .  

На первом шаге любого метода локальная и глобальная погрешности совпадают: 

11 eE = , так как при 0=n  задача (16.12) совпадает с (16.1).  

На последующих шагах локальная и глобальная погрешности определены различ-
ным образом и, как правило, различны: ,...,,n,eE nn 32111 =≠ ++  

16.6. Порядок локальной погрешности и порядок метода 

Пусть текущая точка )( nn v,x  вычислена.  

Вычислим 1+nv  для hxx nn +=+1 .  

Выясним, как влияет уменьшение шага h  на локальную погрешность 1+ne  при условии, 

что )( nn v,x  зафиксирована. 

Для этого используем теоретический аппарат бесконечно малых величин и рассмот-
рим 0→h  при фиксированных значениях )( nn v,x .  

 

Опред ел е ни е . Пусть для локальной погрешности 1+ne  имеет место представление  

)(),( 11
1

++
+ +⋅= pp

nnn hohvxAe ,        (16.14) 

где 0)( ≠nn v,xA  и не зависит от h .  

Тогда говорят, что локальная погрешность имеет порядок малости 1+p  и величину 
1),( +⋅ p

nn hvxA  называют главным членом локальной погрешности. 

Коммен та р ий  

Коэффициент )( nn v,xA  определяется правой частью дифференциального урав-
нения, то есть функцией )(x,uf  и ее частными производными.  

Возможность записывать локальную погрешность в виде (16.14) зависит не только 
от метода, но также от гладкости )(x,uf  и гладкости решений уравнения.  

Опред ел е ни е . Пусть локальная погрешность 1+ne  имеет порядок малости 1+p . 

Тогда говорят, что на участке ],[ 1+nn xx  метод имеет порядок p .  
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Выводы  

1) Если представление (16.14) верно, то при 0→h  имеет место 01 →+ne .  

При стремлении к нулю шага численного интегрирования имеет место схо-
димость метода в смысле сходимости к нулю локальной погрешности. 

2) Чем выше порядок метода p , тем быстрее убывает локальная погреш-
ность при уменьшении h  и тем лучше метод.  

Приведем примеры утверждений о порядке метода. 

У тв е ржд е ни е  1 . При решении задачи Коши (16.1) и выполнении предположений о 
достаточной гладкости правой части уравнения локальная погрешность метода Эйлера 
записывается в виде 

 ),(),( 22
1 hohvxAe nnn +⋅=+  

где  

),()(
2
1),(

nn vxuxnn fffvxA ⋅′+′=   

и не зависит от h .  

Для задачи Коши общего вида (16.1) коэффициент 0)( ≠nn v,xA  и метод Эйлера 
имеет порядок 1. Его локальная погрешность имеет порядок малости 2.  

У тв е ржд е ни е  2 . При решении задачи Коши (16.1) и выполнении предположений о 
достаточной гладкости правой части уравнения локальная погрешность метода (16.4) за-
писывается в виде 

).(),( 33
1 hohvxAe nnn +⋅=+  

где  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅′′+⋅′′+′′−⋅′+′⋅′= ),(

2
),( }2{

12
1)(

6
1),(

nnnn vxuuxuxxvxuxunn fffffffffvxA  

и не зависит от h .  

Для задачи Коши общего вида (16.1)  коэффициент 0)( ≠nn v,xA . Метод  РКII , см. 
формулы (16.4), имеет порядок 2, его локальная погрешность имеет порядок мало-
сти 3. 

Утверждения 1 и 2 будут доказаны в конце раздела. 
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17.7. Контроль локальной погрешности  
за счет двойного счета с половинным шагом 

Базовая схема счета 

Рассмотрим задачу (16.1) и метод )( pРК , т.е. один из методов Рунге-Кутта порядка p . 
Для расчета численной траектории и одновременного контроля локальной погрешности  
используем следующую схему. 

Выбираем 0>ε  – малый параметр для контроля локальной погрешности.  

Пусть точка )( nn v,x  вычислена. Для отыскания следующей точки и оценки локальной 
погрешности  

- найдем )( 11 ++ nn v,x , используя )( pРК  из точки )( nn v,x с шагом h ; 

- найдем )( 5050 .n.n v,x ++ , используя )( pРК  из точки )( nn v,x  с шагом 
2
h

;  

- найдем )( 11 ++ nn v̂,x , используя )( pРК  из точки )( 5050 .n.n v,x ++  с шагом 
2
h

. 

Таким образом, значение 50.nv +  соответствует аргументу h.xx n.n 5050 +=+ , а значе-

ния 1+nv̂  и 1+nv  относятся к одному и тому же аргументу hxx nn +=+1 , но вычислены 

разными способами: с шагом h  из точки )( nn v,x  и с половинным шагом h.50  из точки 

)( nn v,x  и затем из точки )( 5050 .n.n v,x ++ . 

По результатам расчетов определим значение 

12
11

−

−
= ++

p
nn vv̂

S , 

где p  – порядок метода.  

Решение о продолжении счета и корректировке шага численного интегрирования прини-
мают на основе правила: 

- если εε
≤≤+ Sp 12

, точка )( 11 ++ nn v,x  считается следующей точкой численной 

траектории, далее счет продолжается с тем же шагом h ; 

- если 12 +
< pS ε

, точка )( 11 ++ nn v,x  считается следующей точкой численной траек-

тории, но для продолжения счета удваиваем шаг; 

- если ε>S , проведенные расчеты следует считать грубыми, точка )( 11 ++ nn v,x  не 

принимается, расчеты нужно повторить из точки )( nn v,x , уменьшив шаг в два раза.  
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Таким образом, траектория вычисляется с переменным шагом: если для некоторого n  
значения 1+nv̂  и 1+nv  слишком близки, на следующем шаге метода шаг интегрирования 
h  увеличивается, а если указанные значения слишком далеки, метод продолжает рабо-
тать с точкой )( nn v,x  как с текущей точкой, вдвое уменьшив шаг h .  

Обоснование метода состоит в следующем. 

Зафиксируем текущую точку )( nn v,x  и в соответствии с (16.14) запишем локальную по-

грешность 1+ne  для точки )( 11 ++ nn v,x , полученной из )( nn v,x  методом )( pРК :  

)(),( 11
1

++
+ += pp

nnn hohvxAe   

 

У тв е ржд е ни е  3 . При выполнении условий, гарантирующих существование и единст-
венность решения задачи (16.12), включая условия на гладкость функции )(x,uf , обес-
печивающие гладкость решений и представление локальной погрешности в виде (16.14), 
для метода двойного счета с половинным шагом при достаточно малом h   

ShvxAe pp
nn

n ⋅≈≈ ++ 2),( 11 . 

Таким образом, величина Sp ⋅2  может служить оценкой неизвестного главного члена 
локальной погрешности метода )( pРК  и тем самым – оценкой самой локальной по-
грешности. 

Доказательство приведено в конце модуля. 

След с тв и е .  При выполнении условий Утверждения 3 и достаточно малых значениях 
h , таких, что  

1
1 ),( +
+ ⋅≈ p

nnn hvxAe   

ShvxA pp
nn ⋅≈+ 2),( 1 ,  

метод двойного счета с половинным шагом удерживает модуль локальной погрешности 

метода )( pРК  в пределах от ε  до ε⋅p2 .  

Схема счета с половинным шагом 

В рамках базовой схемы счета численная траектория строится с шагом h , а более точ-
ные результаты, полученные с половинным шагом, используются для контроля локальной 
погрешности и управления шагом интегрирования.  

Рассмотрим другую схему счета и построим численную траекторию на основе более точ-
ных результатов, полученных с половинным шагом.  

Тогда решение о продолжении счета и корректировке шага интегрирования принимают на 
основе следующего правила:  
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- если εε
≤≤+ Sp 12

, следующей точкой численной траектории считается точка 

)( 11 ++ nn v̂,x , счет продолжается с тем же шагом h ; 

- если 12 +
< pS ε

, следующей точкой численной траектории считается точка 

)( 11 ++ nn v̂,x , для продолжения счета удваиваем шаг интегрирования; 

- если ε>S , проведенные расчеты следует считать грубыми, ни одна из точек 

)ˆ,( ),( 1111 ++++ nnnn vx,vx  не принимается; расчеты нужно повторить из текущей точки 

)( nn v,x  с шагом интегрирования в два раза меньше.  

 

Чтобы оправдать такую схему счета, рассмотрим точку )( nn v,x . При выполнении усло-

вия ε≤S  в качестве следующей точки траектории будет принята точка )( 11 ++ nn v̂,x . 
Рассмотрим величину  

111 +++ −=ε n
)n(

nn v̂ûˆ ,  

где )(
1

n
nû +  – решение вспомогательной задачи (16.12) с начальным условием 

nn
n vxu =)(ˆ )( , вычисленное при 1+= nxx ; 1+nv̂  – численное решение при 1+= nxx , 

полученное с половинным шагом из точки  )( nn v,x  и затем из точки )( 5050 .n.n v,x ++ ,  

 

Нетрудно видеть, что 1+εnˆ  не является локальной погрешностью, так как не соответству-
ет формальному определению.  

Но 1+εnˆ  имеет смысл – эта величина показывает «отрыв» точки численной траектории 

)( 11 ++ nn v̂,x  от истинной траектории, проходившей через точку )( nn v,x , предшест-

вующую предыдущей точке )( 5050 .n.n v,x ++ .  

Назовем 1+εnˆ  локальной погрешностью двух половинных шагов.  

У тв е ржд е ни е  4 . При выполнении условий, гарантирующих существование и единст-
венность решения задачи (16.12), включая условия на гладкость функции )(x,uf , обес-
печивающие гладкость решений и представление локальной погрешности в виде (16.14), 
для 1+εnˆ  – про погрешности двух половинных шагов, верно  

)(),(
2
1ˆˆˆ 11

1
)(
11

++
+++ +⋅=−= pp

nnpn
n

nn hohvxAvuε   

где 1),( +⋅ p
nn hvxA  – главный член локальной погрешности 1+ne .  
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У тв е ржд е ни е  5 .  При выполнении условий, гарантирующих существование и единст-
венность решения задачи (16.12), включая условия на гладкость функции )(x,uf , обес-
печивающие гладкость решений и представление локальной погрешности в виде (16.14), 
для метода двойного счета с половинным шагом при достаточно малом h   

ShvxA p
nnpn ≈≈ +

+
1

1 ),(
2
1ε̂ . 

Таким образом, величина S  может быть оценкой неизвестного главного члена локаль-
ной погрешности двух половинных шагов 1+εnˆ  и тем самым – оценкой самой величи-

ны 1+εnˆ . 

Утверждения 4, 5 доказываются на основе той же техники, что Утверждение 3.  

След с тв и е .  При выполнении условий Утверждения 5 при достаточно малых значени-
ях h  метод двойного счета с половинным шагом удерживает модуль 1+εnˆ  в пределах от 

12 +
ε
p

 до ε . 

Схема с корректировкой значений 

Еще одна модификация базовой схемы счета состоит в том, что оценка локальной 
погрешности 1+ne , полученная в ходе расчетов, используется для корректировки 
(уточнения) точек численной траектории.  

Смысл корректировки состоит в следующем. Так как 

111 +++ −= n
)n(

nn vûe , 

решение вспомогательной задачи (16.12) записывается в виде 

111 +++ += nn
)n(

n evû , 

где локальная погрешность 1+ne  неизвестна.  

 

Добавляя к численному решению 1+nv  какую-либо известную нам оценку локальной по-

грешности 1+ne , получим более точное приближение к неизвестному значению )n(
nû 1+ .  

Используя вместо 1+ne  значение Sp ⋅2 , получим так называемое скорректированное 
значение численного решения: 

Svv p
n

корр
n ⋅+= ++ 211  
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При достаточно малом h  скорректированное значение (16.17) является оценкой решения 
вспомогательной задачи (16.12) при 1+= nxx :  

кор
nn

)n( vxû 11)( ++ ≈ . 

 
Решение о продолжении счета принимают на основе правила:  

- если εε
≤≤

+
Sp 12

, следующей точкой численной траектории считается точка 

)( 11
кор
nn v,x ++ , счет продолжается с тем же шагом h ; 

- если 12 +
< pS ε

, следующей точкой численной траектории считается точка 

)( 11
кор
nn v,x ++ , но для продолжения счета удваиваем шаг интегрирования; 

- если ε>S , расчеты считаются грубыми, ни одна из точек )( 11 ++ nn ,vx , 

)( 11 ++ nn v̂,x , )( 11
кор
nn v,x ++  не принимается, расчеты нужно повторить из текущей точки 

)( nn v,x  с шагом интегрирования в два раза меньше. 

 

Коммен та р ий   

Недостаток изложенных выше способов оценки локальной погрешности  – 
необходимость многократного вычисления значений функции )(x,uf  при 
различных значениях аргументов. 

Например, при использовании 4-х стадийного метода Рунге-Кутта 4-го порядка на 
каждом шаге метода (двойной счет с половинным шагом) потребуются 11 вычис-
лений значений функции )(x,uf .  

16.8. Контроль локальной погрешности  
за счет применения методов разных порядков 

Пусть для решения задачи (16.1) используются методы )( pРК  и )( p̂РК , где p̂p < , 
то есть метод )( p̂РК  является более точным. Для контроля локальной погрешности вы-
берем малый параметр 0>ε . 

Пусть точка численной траектории )( nn v,x  вычислена. Для отыскания следующей точки 
и оценки локальной погрешности:  

- найдем )( 11 ++ nn v,x , используя )( pРК  из точки )( nn v,x с шагом h ; 

- найдем )( 11 ++ nn v̂,x , используя )( p̂РК  из точки )( nn v,x  с шагом h .  
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По результатам расчетов вычислим контрольное слагаемое 

11 ++ −= nn vv̂S , 

 

Решение о продолжении счета и корректировке шага h  принимают на основе правила: 

- в случае εε
≤≤

+
Sp 12

  

точка )( 11 ++ nn v,x  принимается, счет продолжают с тем же шагом h ; 
 

- в случае 12 +
< pS ε

,  

точка )( 11 ++ nn v,x  принимается, но для продолжения счета удваиваем шаг; 
 

- в случае ε>S   

проведенные расчеты следует считать грубыми, точка )( 11 ++ nn v,x  не принимается, рас-

четы нужно повторить из текущей точки )( nn v,x  с шагом в два раза меньше.  
 

Счет ведется методом )( pРК , а более точный метод используется для контроля по-
грешности и управления шагом.  

Обоснование метода состоит в следующем. 

У тв е ржд е ни е  6 . При выполнении условий, гарантирующих существование и единст-
венность решения задачи (16.12), включая условия на гладкость функции )(x,uf , обес-
печивающие гладкость решений и представление локальных погрешностей в виде 
(16.14), в рамках схемы счета методами разных порядков при достаточно малом h   

ShvxAe p
nnn ≈≈ +

+
1

1 ),( . 

Контрольное слагаемое S  может служить оценкой неизвестного главного члена локаль-
ной погрешности 1+ne  метода )( pРК  и тем самым оценкой самой локальной погрешно-
сти метода )( pРК . 

До к а з а т е л ь с тв о  

При выполнении условий Утверждения 6 (гладкость функции )(x,uf , гладкость 

решений вспомогательной задачи) локальная погрешность 1+ne  метода порядка 
p  (метод обозначен )( pРК ) составит 

)(),(ˆ 11
1

)(
11

++
+++ +⋅=−= pp

nnn
n

nn hohvxAvue , 
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Локальная погрешность 1ˆ +ne  метода порядка p̂  (метод обозначен )( p̂РК ) со-
ставит 

)(),(ˆˆˆˆ 1ˆ1ˆ
1

)(
11

++
+++ +⋅=−= pp

nnn
n

nn hohvxAvue .   

В каждой из формул участвует одна и та же величина )(
1

n
nû +  – решение вспомога-

тельной задачи (16.12) с начальным условием nn
n vxu =)(ˆ )( , вычисленное при 

1+= nxx .  

Выразим )(
1

n
nû +  из каждой формулы:  

)(),(ˆ 11
1

)(
1

++
++ +⋅+= pp

nnn
n

n hohvxAvu , 

)(),(ˆˆˆ 1ˆ1ˆ
1

)(
1

++
++ +⋅+= pp

nnn
n

n hohvxAvu . 

Приравняем правые части формул:  

)(),()(),(ˆˆ 11
1

1ˆ1ˆ
1

++
+

++
+ +⋅+=+⋅+ pp

nnn
pp

nnn hohvxAvhohvxAv . 

Так как p̂p < , при 0→h  верно 

)()(),(ˆ 11ˆ1ˆ +++ =+⋅ ppp
nn hohohvxA . 

Для контрольного слагаемого S  получим 

)(),(

)()(),(ˆ),(

ˆ

11

1ˆ11ˆ1
11

++

++++
++

+⋅=

=−+⋅−⋅=

=−=

pp
nn

ppp
nn

p
nn

nn

hohvxA

hohohvxAhvxA

vvS

 

Следовательно, при достаточно малых h  верно 1),( +⋅≈ p
nn hvxAS .  

Так как при достаточно малых h  верно  

1
1 ),( +
+ ⋅≈ p

nnn hvxAe , 

Утверждение 6 доказано. 
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Пример одновременного применения методов разных порядков  
для контроля локальной погрешности 

Для решения задачи (16.1) и контроля локальной погрешности используем метод 
Эйлера (16.2) и метод РКII  (16.4), порядки которых равны 1=p  и 2=p̂  соот-

ветственно. Пусть текущая точка численной траектории )( nn v,x  вычислена.  

При 1+= nxx  методом Эйлера получим  

),(1 nnnn vxfhvv ⋅+=+ . 

Более точным методом РКII  получим  

))},(,(),({
2

~
1 nnnnnnnn vxfhvhxfvxfhvv ⋅+++⋅+=+ ,  

Контрольное слагаемое 11 ++ −= nn vv̂S  составит 

)},()),(,({
2 nnnnnn vxfvxfhvhxfhS −⋅++⋅= . 

Так как в случае ε≤S  в качестве следующей точки траектории будет принята 

)( 11 ++ nn v,x , значение 1+nv̂  вычислять не обязательно.  

Достаточно вычислить 1+nv  и S .  

Заметим, что значение S  является оценкой главного члена локальной погрешно-
сти более грубого метода, т.е. метода Эйлера:  

SfffhhvxAe
nn vxuxnnn ≈⋅′+′=⋅≈+ ),(

2
2

1 )(
2

),( . 

Для счета описанным выше способом на каждом шаге метода нужны два вычисле-
ния функции )(x,uf .  

Снижение трудоемкости контроля  

Одновременный счет методами разных порядков нужен для того, чтобы сни-
зить трудоемкость контроля локальной погрешности.  

Пусть в общем случае в качестве )( pРК  используется метод 

)...( 22111 ssnn kpkpkphvv ⋅++⋅+⋅⋅+=+   

где s  – число стадий,  

sipi ,...1, =  – параметры (числа) и sihkk ii ,...1,)( ==  – коэффициенты.  
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Пусть в качестве )( p̂РК  используется метод 

)ˆˆ...ˆˆˆˆ( ˆ ˆˆ22111 ssnn kpkpkphvv ⋅++⋅+⋅⋅+=+  

где ŝ  – число стадий,  

ŝ,...i,p̂i 1=  – параметры (числа) и  

ŝ,...i,hk̂k̂ ii 1)( == – коэффициенты.  

 
Пусть для первых q  стадий коэффициенты методов совпадают: 

)(1 ŝ,sminq,q,...i,kk̂ ii ≤== . 

Тогда на каждом шаге счета с контролем погрешности нужны qŝs −+  вы-
числений функции )(x,uf , и за счет совпадения коэффициентов двух мето-
дов снижается трудоемкость контроля погрешности.  

Если совпадения нет, т.е. 0=q , на каждом шаге нужны ŝs +  вычислений функ-
ции )(x,uf .  

Эти выкладки показывают, как выбирать методы для контроля погрешности.  

Примеры методов высокого порядка  
с низкой трудоемкостью контроля  

Метод Рунге-Кутта-Мерсона включает 5-ти стадийный метод 3-го порядка и  

5-стадийный метод 4-го порядка с полностью совпадающими коэффициентами 

51,...i,kk̂ ii == : 

Счет ведется методом 3-го порядка.  

На каждом шаге метода для расчета точки и контроля локальной погрешности  
нужны 5 вычислений функции )(x,uf . 

При решении линейных уравнений вида  

cbuaxu ++=′   

5-ти стадийная формула метода 3-го порядка оказывается формулой по-
рядка 5. Поэтому счет ведется 5-ти стадийным методом 4-го порядка и кон-
трольное слагаемое (формула записана ниже) должно поменять знак.  

На каждом шаге метода для расчета точки и контроля локальной погрешно-
сти также нужны 5 вычислений функции )(x,uf . 

Формулы метода Рунге-Кутта-Мерсона имеют вид  
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Метод Ингленда включает 4-х стадийный метод 4-го порядка и 6-ти стадийный 

метод 5-го порядка c совпадающими коэффициентами 41,...i,kk̂ ii == . Счет ве-
дется методом 4-го порядка. На каждом шаге метода для расчета точки и контроля 
локальной погрешности нужны 6 вычислений функции )(x,uf . 

Метод Фельберга включает 5-ти стадийный метод 4-го порядка и 6-ти стадийный 

метод 5-го порядка c совпадающими коэффициентами 51,...i,kk̂ ii == . Счет ве-
дется методом 4-го порядка. На каждом шаге метода для расчета точки и контроля 
локальной погрешности нужны 6 вычислений функции )(x,uf . 

Методы Ингленда и Фельберга см. [1], [2].  
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16.9. Глобальная погрешность и порядок метода, сходимость 
Если локальная погрешность имеет порядок малости 1+p , то (по определению) 
метод имеет порядок p .  

Оказывается, при определенных допущениях, глобальная погрешность численного 
решения задачи Коши также имеет порядок малости p .  

Приведем формулировку теоремы.  

Т е ор ема .  Рассмотрим задачу (16.1) на отрезке интегрирования ][ 0 X,xx∈ . Пусть в 

окрестности точки )( 00 u,x  условия теоремы существования и единственности решения 
выполнены.  

Пусть на фазовой плоскости ),( ux  в полосе )( ],[ 0 ∞+−∞∈∈ ,uX,xx  

функция )( u,xf  и ее частные производные )( )( x,uf,u,xf ux ′′  непрерывны  

и либо функция )( u,xf  удовлетворяет условию Липшица по аргументу u ,  

либо ее частная производная )(x,ufu′  в указанной полосе ограничена: Сx,ufu ≤′ )( .  

Пусть для решения задачи на отрезке ][ 0 X,x  применяют метод )( pРК   

с равномерным (постоянным) шагом 
N

xXh 0−
= , где N  – число разбиений отрезка 

][ 0 X,x .  

Тогда верна оценка  

p
n

Nn
hME ⋅≤

= ,...0
max  

где 0≠M  и не зависит от h  (не зависит от числа разбиений N ), но зависит от исход-
ной задачи, начальных условий и отрезка численного интегрирования, т.е. зависит от 

X,u,, xu,xf   )( 00 .  

Доказательство приведено в [1]. 

След с тв и е .  В условиях теоремы при +∞→N  (т.е. при 0→h )  

0max
,...0

→
=

n
Nn

E  не хуже чем )( phO , 

а численное решение )(xv  сходится к истинному решению )(xu , заданному на фиксиро-
ванном отрезке.  
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Выводы  

При решении на отрезке ][ 0 X,xx∈  задач, удовлетворяющих условиям тео-
ремы, при соблюдении прочих условий, указанных в теореме и при стремле-
нии шага численного интегрирования h  к нулю то есть увеличении N  - чис-
ла разбиений отрезка) максимум глобальной погрешности метода порядка p  
имеет порядок малости p . 

При этом численное решение )(xv  сходится к истинному решению )(xu , за-
данному на фиксированном отрезке: 

0max
,...0

→−
=

nn
Nn

vu  при +∞→N . 

Примеры  

1) задача Коши, соответствующая условиям Теоремы: 

⎩
⎨
⎧

∈=
=′

]10[ 1)0(
3

,x,u
uu

 

В данном случае 3 0 ,3)( =′=′= ux f,fuu,xf .  

На фазовой плоскости ),( ux  в полосе )(,1],0[ ∞+−∞∈∈ ,ux  условия Теоремы 
выполнены.  

При решении задачи методом )( pРК  на отрезке ,1]0[  с шагом 
N

h 1
=  при 

уменьшении шага в 2  раза оценка максимального значения модуля глобальной 

погрешности уменьшится в p2  раз.  

Поэтому при +∞→N  и соответственно 0→h  максимум модуля глобальной по-

грешности стремится к нулю не хуже чем )( phO . 

 

2) задача Коши, не соответствующая условиям Теоремы: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=
++⋅=′

]1,0[ ,5)0(
sin3 3

xu
xuuu

 

В данном случае 23 33  3)( ufx,cosfx,sinuuu,xf ux +=′=′++= .  

На фазовой плоскости ),( ux  в полосе )(,1],0[ ∞+−∞∈∈ ,ux  условия Теоремы 
не выполнены (независимо от того, каков порядок метода, используемого для ре-
шения задачи).  

В данном случае истинное решение задачи имеет вертикальную асимптоту.  
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Поведение глобальной погрешности  
на участках численной траектории 

Рассмотрим задачу Коши (16.1) и участок численной траектории  

... ),( ... ),(  ),( .. 11 qnqnnnnn ,vx,vx,vx. ++++  

Поведение глобальной погрешности на данном участке, т.е. неизвестные значения 
... ,...  , .. 1 qnnn E, EE. ++  зависят не только от свойств метода, но и от свойств ис-

тинных, то есть фазовых траекторий.  

Если на фазовой плоскости истинные траектории «стягиваются», модуль глобаль-
ной погрешности может в процессе счета уменьшиться.  

Если истинные траектории «расходятся», модуль глобальной погрешности может в 
процессе счета расти.  

16.10. Методы решения задачи Коши для систем ОДУ 
Задачу Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) 
можно записывать в виде (16.1) и применять для ее решения рассмотренные выше 
методы (16.6)-(16.7), читая запись самой задачи и запись методов как векторную.  

Покажем, как следует читать такие записи, на примере системы ОДУ 2-го порядка.  

Пусть поставлена задача Коши 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

00)(

)(

uxu

u,xf
dx
du

, 

где неизвестной функцией является  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

)(
)()( )2(

)1(

xu
xuxu . 

Правая часть дифференциального уравнения записывается в виде 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

)(
)()( )2()1()2(

)2()1()1(

u,u,xf
u,u,xfu,xf . 

Начальному условию задачи соответствует уравнение 

.u
u

u

xu
xuxu 0)2(

0

)1(
0

0
)2(

0
)1(

0
)(
)()( =⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=  

где 0u  - вектор и )( 0xu  – значение вектор-функции )(xu  при 0xx = . 
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Для отыскания численного решения применим метод Эйлера (16.2) 

⎪
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⎨

⎧

=
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+==

+

+

2,...1,0,
),(

,

1

100

n
vxfhvv
hxxuv

nnnnn

nnn
  

 

Для системы ОДУ 2-го порядка верно 
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По компонентам записываем метод Эйлера в виде  

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

+=

+=

+=

=

=

+

+

+

2...1,0,

),,(

),,(

,

,

)2((1))2()2()2(
1

)2()1()1()1()1(
1

1

)2(
0

)2(
0

)1(
0

)1(
0

n

vvxfhvv

vvxfhvv

hxx

uv

uv

nnnnnn

nnnnnn

nnn . 

(примеры см. Практикум) 

 

Если использовать каноническую запись метода Эйлера, а именно  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⋅+=

+==

+

+

...2,1,0

,

11

100

n
khvv

hxxuv

nnn

nnn
, 

где )(1 nn v,xfk = , то коэффициент 1k  следует читать как вектор 

)(
)(
)(

)2()1()2(

)2()1()1(

)2(
1

)1(
1

1 nn
nn

nn v,xf
v,v,xf
v,v,xf

k

k
k =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= . 
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По компонентам в канонической записи метод принимает вид 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

+=

+=

+=

==

+

+

+

...2,1,0

,,

)2(
1

)2()2(
1

(1)
1

)1()1(
1

1

)2(
0

)2(
0

)1(
0

)1(
0

n

khvv

khvv

hxx

uvuv

nnn

nnn

nnn

. 

 

В общем случае при решении систем ОДУ более высокого порядка и (или)  

при использовании методов более высокого порядка (см. формулы (16.6)-(16.7)) 

число стадий метода s , параметры s,...i,pi 1= , s,...i,i 2=α  и 

112 −==β s,j,s,...i,ij  следует читать как числа, а коэффициенты s,...i,hk ni 1)( = , – 

как векторы.  

 

Определение локальной, глобальной погрешности и порядка метода при решении 
систем ОДУ вводится аналогично. Погрешности и их оценки следует рассматривать 
как векторы.  
 
При осуществлении контроля локальной погрешности критерий применяют для нормы 
вектора S : например, неравенство  

εε
≤≤

+
Sp 12

,  

проверяют для нормы вектора. В качестве нормы можно использовать евклидову норму 

или, например, норму )(
,...1

max i
mi

SSS
=∞ == , где m  – порядок системы ОДУ. То 

есть в качестве нормы используется максимальная по модулю компонента вектора.  

Примеры представлены на практике. 
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16.11. Анализ локальной погрешности и порядка методов  

Обоснование порядка метода Эйлера 

Рассмотрим задачу (16.1), исследуем метод Эйлера и докажем Утверждение 1.  

Для этого зафиксируем точку численной траектории )( nn v,x  и запишем локальную по-
грешность  

1
)(
11 ˆ +++ −= n

n
nn vue . 

В этой формуле )(
1

n
nû +  есть истинное решение вспомогательной задачи Коши (16.12) при 

hxx nn +=+1 . Оно не зависит от выбора метода.  

Значение 1+nv  есть численное решение исходной задачи (16.1) при hxx nn +=+1 .  

Оно определяется выбранным методом (в данном случае – методом Эйлера).  

Чтобы изучить погрешность 1+ne  при 0→h , т.е. при nn xx →+1 , используем  

для записи величин )(
1

n
nû +  и 1+nv  формулу Тейлора по степеням малого 0>h .  

Ша г  I   

Применим для функции )(ˆ )( xu n  формулу Тейлора в окрестности nxx =  по степеням h  

и выразим значение )(
1

n
nû + : 

)()](ˆ[
!

...])(ˆ[)(ˆ

)(ˆˆ

)()()()(

)()(
1

q
xx

qn
q

xx
n

n
n

n
nn

n

hoxu
q
hxuhxu

hxuu

nn

+⋅++′⋅+=

=+=

==

+
   (16.15) 

Число Nq∈  отвечает за число «используемых» слагаемых формулы. Для изучения по-
грешности метода Эйлера можно взять 2=q . 

Так как )(ˆ )( xu n  – решение вспомогательной задачи Коши (16.12), для первого слагаемо-
го формулы (16.15) верно 

nn
n vxû =)()( .           (16.16) 

Коэффициент при h  определяется первой производной ])([ )( ′xû n . Так как  

))(ˆ,()](ˆ[])(ˆ[ )(
)(

)( xuxf
dx

xudxu n
n

n ==′ , 
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в силу начального условия (16.12) значение производной при nxx =  составит  

)())((])([ )()(
nnn

n
nxx

n v,xfxû,xfxû
n

==′
=

.      (16.17) 

Коэффициент при 2h  определяется второй производной ])([ )( ′′xû n , которая является 

первой производной от ])([ )( ′xû n . Поэтому  

))(ˆ,()](ˆ[))(ˆ,(])([ )(
)(

)()( xuxfff
dx

xudffxuxf
dx
dxu n

ux
n

ux
nn ⋅′+′=⋅′+′==′′ . 

Используя (16.12), при nxx =  получим  

),(
)( )(])(ˆ[

nnn
vxuxxx

n fffxu ⋅′+=′′
=

.        (16.18) 

Используя формулу Тейлора (16.15) и найденные значения коэффициентов, решение 
вспомогательной задачи запишем в виде 

)()(
2

),(ˆ 2
)(

2
)(
1 hofffhvxfhvu

nnvxuxnnn
n

n +⋅′+′⋅+⋅+=+     (16.19) 

Ша г  I I   

Численное решение 1+nv , полученное при 1+= nxx  методом Эйлера, записывается в 
виде 

),(1 nnnn vxfhvv ⋅+=+ .          (16.20) 

Так как )( nn v,x  зафиксирована, правая часть выражения (16.20) есть ряд по степеням 
малого параметра h  с конечным числом слагаемых (два слагаемых). 

Ша г  I I I  
Подставим (16.19) и (16.20) в формулу локальной погрешности и для метода Эйлера по-
лучим  

)()(
2

ˆ 2
)(

2
1

)(
11 hofffhvue

nnvxuxn
n

nn +⋅′+′⋅=−= +++ . 

Выводы  

Локальная погрешность метода Эйлера в точке )( 11 ++ nn v,x  записывается в виде 

 ),(),( 22
1 hohvxAe nnn +⋅=+  
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где ),()(
2
1),(

nn vxuxnn fffvxA ⋅′+′⋅=  и не зависит от h  

Так как в общем случае задачи (16.1) получим 0)( ≠nn v,xA , метод имеет Эйле-
ра имеет первый порядок, его локальная погрешность – второй.  

Утверждение 1 доказано.  

Обоснование порядка метода РКII  

Рассмотрим задачу (16.1), исследуем метод РКII , см. формулы (16.4), и докажем 
Утверждение 2.  

Зафиксируем точку численной траектории )( nn v,x  и запишем локальную погрешность  

111 +++ −= n
)n(

nn vûe . 

Чтобы изучить погрешность 1+ne  при 0→h , т.е. при nn xx →+1 , используем  

для записи величин )(
1

n
nû +  и 1+nv  формулу Тейлора по степеням малого 0>h .  

Ша г  I   

При изучении погрешности метода (16.4) для значения )(
1

n
nû +  в формуле Тейлора (16.15) 

целесообразно использовать 3=q  и следующие слагаемые:  

)(])(ˆ[
!3

])(ˆ[
!2

])(ˆ[)(ˆ

)(ˆˆ

3)(
3

2
)()(

)()(
1

hoxuh

xuhxuhxu

hxuu

n

nn

xx
n

xxxx
n

n
n

n
nn

n

+′′′+

+′′+′+=

=+=

=

==

+

     (16.21) 

Первые три коэффициента формулы (16.21) уже получены, см. (16.16)-(16.18). 

Коэффициент при 3h  определяется третьей производной ])([ )( ′′′xû n , являющейся пер-

вой производной от ])([ )( ′′xû n . Поэтому 
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( )

)})(ˆ
())(ˆ,(})(ˆ

{

)(ˆ
{

))(ˆ,(])(ˆ[])(ˆ[

)(
)(

)(

)(

)()()(

dx
xudfffxuxf

dx
xudff

dx
xudff

xuxfff
dx
dxu

dx
dxu

n
uxu

n
n

uuux

n
xuxx

n
ux

nn

⋅′+′⋅′+⋅⋅′′+′′+

+⋅′′+′′=

=⋅′+′=′′=′′′

 

В силу (16.12) при nxx =  верно  

),(
22)( })(2{])(ˆ[

nnn vxuuxuuxuxxxx
n fffffffffxu ⋅′+′⋅′+⋅′′+⋅′′+′′=′′′

=
  (16.22) 

Подставляя (16.16)-(16.18) и (16.22) в (16.21), решение вспомогательной задачи запишем 
в виде 

)(})(2{
6

)(
2

ˆ

3
),(

2
3

),(

2

)(
)(
1

11
hofffffffffh

fffhfhvu

nn

nnnn

vxuuuxuxuxx

vxuxvxn
n

n

+⋅′′+⋅′+′⋅′+⋅′′+′′+

+⋅′+′+⋅+=

++

+
  (16.23) 

Ша г  I I  

Численное решение 1+nv , полученное при 1+= nxx  методом РКII , записывается по 
формулам (16.4) в виде 

))}((),({
21 nnnnnnnn ,vxfhh,vxfvxfhvv ⋅+++⋅+=+     (16.24) 

Правую часть формулы (16.24) запишем по формуле Тейлора по степеням h  при фикси-
рованном )( nn v,x . 

Для этого значение ))(( nnnn ,vxfhh,vxf ⋅++  запишем как функцию )(x,uf  двух пе-

ременных по формуле Тейлора в окрестности точки )( nn v,x  по степеням малых пара-

метров h  и ),( nn vxfh ⋅ : 

)(})(2{
2
1

}),({),(
))((

2
),(

222

),(

hoffhffhfh

fvxfhfhvxf
,vxfhvh,xf

nn

nn

vxuuxuxx

vxunnxnn

nnnn

+′′⋅⋅+′′⋅⋅⋅+′′⋅+

+′⋅⋅+′⋅+=

=⋅++

    (16.25) 

Подставим (16.25) в (16.24), получим представление 
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Подставим (16.23) и (16.26) в формулу локальной погрешности метода РКII , получим  
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⎜
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⎛ ⋅′′+⋅′′⋅+′′−⋅′+′′⋅=

=−= +++

 

Выводы  

Локальная погрешность метода РКII , заданного формулами (16.4), записывается 
в виде 

)(),( 33
1 hohvxAe nnn +⋅=+ , 

где  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅′′+⋅′′⋅+′′⋅−⋅′+′⋅′⋅=

=

),(
2

),( }2{
12
1)(

6
1
),(

nnnn vxuuxuxxvxuxu

nn

fffffffff

vxA
 

и не зависит от h .  

Так как в общем случае задачи (16.1) получим 0)( ≠nn v,xA , метод (16.4) имеет 
второй порядок, его локальная погрешность – третий.  

Утверждение 2 доказано.  

З ад а ни е *  

Приведите примеры задач, для которых метод Эйлера или метод РКII , заданный 
формулами (16.4), имеют более высокие порядки.  

Исследуйте локальную погрешность и порядок метода РКI , заданного формула-
ми (16.3). Сформулируйте соответствующее утверждение. 

Предложите 2-х стадийный метод второго порядка, отличающийся от методов 
(16.3), (16.4). 
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Коммен та р ии  

1) Чтобы исследовать порядок метода Рунге-Кутта, записанного в виде (16.5)-(16.7), 
локальную погрешность (16.14) раскладывают по формуле Тейлора по степеням 
малого параметра h .  

2) Чтобы построить (предложить) новый метод типа Рунге-Кутта, определяют s – 
число стадий метода, и в формулах (16.6)-(16.7) подбирают такие числовые пара-
метры  

s,...i,pi 1= , s,...i,i 2=α  и 112 −==β s,j,s,...i,ij ,  

чтобы при заданном количестве стадий, то есть при заданной трудоемкости, метод 
обеспечил необходимый исследователю и (или) наиболее высокий порядок.  

16.12. Обоснование оценки локальной погрешности  
для двойного счета с половинным шагом 
Рассмотрим задачу Коши (16.1) и контроль погрешности за счет двойного счета с 
половинным шагом (базовая схема счета).  

Для решения задачи (16.1) используется метод )( pРК , т.е. один из методов Рунге-Кутта 

порядка p . Точка численной траектории )( nn v,x  вычислена.  

Для отыскания следующей точки и оценки локальной погрешности:  

1) найдем )( 11 ++ nn v,x , используя )( pРК  из )( nn v,x с шагом h ; 

2) найдем )( 5050 .n.n v,x ++ , используя )( pРК  из )( nn v,x  с шагом 
2
h

;  

3) найдем )( 11 ++ nn v̂,x , используя )( pРК  из )( 5050 .n.n v,x ++  с шагом 
2
h

. 

По результатам расчетов определим  

12
11

−

−
= ++

p
nn vv̂

S . 

Согласно Утверждению 3, величину Sp ⋅2  можно использовать как оценку главно-
го члена локальной погрешности для точки )( 11 ++ nn v,x , то есть  

Sh,vxAe pp
nnn ⋅≈⋅≈ +

+ 2)( 1
1  

Докажем Утверждение 3.  
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Ша г  I   

Поставим вспомогательные задачи 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

nn vxu

u,xf
dx
du

)(

)(
           (16.30) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

++ 5050 )(

)(

.n.n vxu

u,xf
dx
du

          (16.31) 

Решения указанных задач обозначим )()( xû n , )()50( xû .n+  соответственно. 

Далее предполагаем, что в окрестности точек  

)( nn v,x , )( 5050 .n.n v,x ++ , )( 11 ++ nn v̂,x , )( 11 ++ nn v,x   

правая часть дифференциального уравнения и решения задач (16.30) и (16.31) являются 
достаточно гладкими. 

Ша г  I I  

Запишем локальную погрешность метода )( pРК  для точки )( 11 ++ nn v,x :  

)()( 11
1

)(
11

++
+++ +=−= pp

nnn
n

nn hohv,xAvûe       (16.32) 

Здесь  

)( 1
)()(

1 ++ = n
nn

n xûû   

решение задачи (16.30) с начальным условием nn
n vxû =)()( ,  

взятое при 1+= nxx  ; 

1+nv  – численное решение, полученное )( pРК  на основе )( nn v,x   
с шагом h . 

Ша г  I I I  

Запишем локальную погрешность метода )( pРК  для точки )( 5050 .n.n v,x ++ :  

)(
2

)( 1
1

50
)(

5050
+

+

+++ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−= p

p
nn.n

n
.n.n hohv,xAvûe       (16.33) 
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Здесь 

)( 50
)()(

50 .n
nn

.n xûû ++ =   

решение задачи (16.30) с начальным условием nn
n vxû =)()( ,  

взятое при 50.nxx += ;  

50.nv +  – численное решение, полученное )( pРК   

на основе )( nn v,x  с шагом 
2
h

. 

Ша г  I V  

Запишем локальную погрешность метода )( pРК  для точки )( 11 ++ nn v̂,x :  

)(
2

)( 1
1

50501
)50(

11
+

+

+++
+
++ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−= p

p

.n.nn
.n

nn hohv,xAv̂ûê    (16.34) 

Здесь  

)( 1
)50()50(

1 +
++

+ = n
.n.n

n xûû   

решение задачи (16.31) с начальным условием  

5050
)50( )( .n.n

.n vxû ++
+ = ,  

взятое при 1+= nxx ;  

1+nv̂  – численное решение, полученное )( pРК   

на основе )( 5050 .n.n v,x ++  с шагом 
2
h

. 

Ша г  V  

Воспользуемся гладкостью правой части дифференциального уравнения и представле-
нием методов )( pРК  в виде (16.5)-(16.7). 

Тогда  

))(1)(()
22

()(
1

5050 hOv,xAkph,vhxAv,xA nn
s

i
iinn.n.n +=++= ∑

=
++ . 

Перепишем (16.34)  
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Ша г  V I  

Воспользуемся свойством близких решений задачи Коши: если при некотором началь-
ном значении аргумента разность решений задачи Коши невелика, то при достаточно 
малом изменении аргумента разность решений изменится на величину одного порядка 
с изменением аргумента. 

В качестве начального значения аргумента рассмотрим 50.nxx += ,  
а в качестве решений – решения задач (16.30) и (16.31)  

)()( xû n  и )()50( xû .n+   

соответственно. 

 

При 50.nxx +=  решение )()( xû n  принимает значение )(
50

n
.nû + . 

При 50.nxx +=  решение )()50( xû .n+  принимает значение 50.nv + . 

 

Разность решений «на старте» – то есть при 50.nxx +=  – составит 

50
)(

50 .n
n

.n vû ++ − . 

Эта разность невелика и совпадает с 50.ne + , см. (16.33). 

 

Разность тех же решений при 1+= nxx  составит 

)50(
1

)(
11

50(
1

)( )()( .n
n

n
nn

).n
n

n ûûxûxû +
+++

+
+ −=− . 

 

С учетом того, что  

h.xx .nn 50501 += ++ ,  

на основе свойства близких решений задачи Коши получим  
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В силу (16.36) и (16.33) 
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Из (16.32) и (16.34) выразим значения решений вспомогательных задач: 

)()( 11
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)(
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++ ++= pp

nnn
n

n hohv,xAvû ,       (16.38) 
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Вычтем (16.39) из (16.38): 
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Левые части формул (16.37) и (16.40) одинаковы, приравняем правые: 
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откуда следует 
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p
p
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Пренебрегая бесконечно малыми высоких порядков малости,  

запишем (16.41) в виде 
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nnnn h,vxAvv ⎟
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++ , 

что означает 

Svvh,vxAe pp
p

nnp
nnn ⋅=⋅

−

−
≈⋅≈ +++

+ 22
12

ˆ
)( 111

1 .     (16.42) 

Утверждение 3 доказано. 

Выводы  

При выполнении условий, гарантирующих существование и единственность реше-
ния задачи Коши, включая условия на гладкость функции )(x,uf , гладкость ре-
шений задач (16.30)-(16.31) и представление локальных погрешностей в виде 
(16.32)-(16.34), для двойного счета с половинным шагом при достаточно малом h   

ShvxAe pp
nn

n ⋅≈⋅≈ ++ 2),( 11 , 

то есть величина Sp ⋅2  может служить оценкой неизвестного главного члена ло-
кальной погрешности в точке )( 11 ++ nn v,x . 

16.13. Решение задачи Коши для жестких систем обыкновенных диф-
ференциальных уравнений 
Рассмотрим задачу Коши для линейной автономной системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (ОДУ) m -го порядка вида 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

00)( uxu

Au
dx
du

           (16.48) 

с матрицей A  размерности mm× .  

Пусть 0=u  – устойчивое равновесие системы.  

Пусть m,...i,i 1=λ  – собственные числа матрицы A .  

Так как 0=u  – устойчиво, их действительные части отрицательны:  

m,...i,Re i 10)( =<λ . 

 

Опред ел е ни е .  Система ОДУ (16.48) с устойчивым равновесием 0=u  называет-
ся жесткой, если  

 )( min )( max
11

i
m,...i

i
m,...i

ReRe λ>>λ
==

        (16.49) 
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(модули действительных частей собственных чисел существенно различны, причем сами 
действительные части имеют отрицательный знак). 

Существенным свойством жесткой системы ОДУ является следующее:  

• решение содержит несколько компонент, среди которых есть быстро затухающие и 
затухающие медленно;  

• имеется участок интегрирования, на котором влияние быстро затухающей компо-
ненты является достаточно заметным (такой участок называют погранслоем);  

• после того, как погранслой пройден, быстро затухающая компонента не оказывает 
существенного влияния на решение;  

• после прохождения погранслоя решение меняется достаточно медленно, но по-
пытки увеличить шаг численного интегрирования могут приводить к некорректным 
численным результатам и вычислительной неустойчивости; 

• применение специальных методов решения задачи Коши позволяет снять ограни-
чение на выбор шага интегрирования после прохождения погранслоя.  

Рассмотрим указанные проблемы на модельном примере.  

Модельная задача – пример жесткой системы ОДУ 

Рассмотрим пример жесткой системы ОДУ – линейную автономную систему 2-го 
порядка. На этом примере, применяя метод Эйлера, исследуем особенности явных 
и неявных методов решения задачи Коши для жестких систем ОДУ и покажем свой-
ство вычислительной неустойчивости. 

Рассмотрим задачу   
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dx
du

           (16.50) 

где неизвестной функцией является  
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начальному условию соответствует уравнение 
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Правую часть системы определяет матрица A  размерности 22×  с постоянными коэф-
фициентами:  
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Полагаем, что матрица A  имеет собственные числа  

01.0,1000 21 −=−= λλ .         (16.51) 

Они отрицательны и существенно отличаются по модулю. 

Тогда система ОДУ (16.50) имеет нулевое равновесие 0=u  типа «устойчивый узел». 

Система (16.50) является жесткой, потому что  

021 <λ<<λ            (16.52) 

 

Построим точное решение задачи Коши. 

Обозначим собственные векторы матрицы A  через 21, WW . Тогда решение (16.50) 
имеет вид 

)( 01.0
22

)( 1000
11 00)( xxxx eWeWxu −−−− += αα       (16.53) 

где 21 αα ,  – коэффициенты разложения начального условия 0u  по базису из собствен-
ных векторов: 

221100 )( WWuxu α+α== . 

Точное решение жесткой системы ОДУ (16.50) имеет следующие свойства: 

Свой с тв о  1 .  При +∞→x  решение )(xu  жесткой системы ОДУ (16.50) стремится к 

равновесию 0=u : 0)(lim =
+∞→

xu
x

  

(что и следовало ожидать, так как система является линейной автономной и 0=u  – ус-
тойчивый узел).  

Свой с тв о  2 .  Решение )(xu  жесткой системы ОДУ (16.50) состоит из двух компонент. 
Первая компонента 

)( 1000
11 0xxeW −−α   

достаточно быстро стремится к нулю, а вторая компонента  

)( 01.0
22 0xxeW −−α   

стремится к нулю достаточно медленно.  

Таким образом, влияние быстрого слагаемого на решение (16.53) достаточно быстро ис-
чезает, и решение задачи (16.50) при достаточно больших x  определяется медленно ме-
няющимся слагаемым. 
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Применяя численные методы, проверим, сохранит ли численное решение жесткой 
системы ОДУ принципиально важное свойство точного решения: стремление к ну-
левому равновесию при +∞→nx . 

Решение жесткой системы ОДУ явным методом Эйлера 

Решим задачу (16.50) явным методом Эйлера.  

В данном случае метод принимает вид 

⎪
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,  ,  ,
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hxxuvx

nnnnnn

nnn
       (16.54) 

У тв е ржд е ни е  7 .  При решении задачи (16.50) явным методом Эйлера (16.54) с по-
стоянным шагом интегрирования consthhn ==  численное решение стремится к нуле-

вому равновесию при +∞→nx  тогда и только тогда, когда  

( ) 121

2
,max

20
λλλ

=<< h . 

До к а з а т е л ь с тв о   

Пусть в методе (16.54) consthhn == . Тогда  

0
1

1
2

1 )()()( vhAE...vhAEvhAEv n
nnn

+
−+ +==+=+=  

Так как 221100 WWuv α+α== , численное решение имеет следующую структу-
ру:  

2
1

21
1

12211
1

1 )()()()( WhAEWhAEWWhAEv nnn
n

+++
+ +α++α=α+α+=  

Используем свойства собственных чисел и собственных векторов. Так как  

111111 )1()( WhWhAEWAW λ+=+⇒λ= ,  

запишем 

1
1

111

11
1

11
1

)1())(1(

)1()()()()(

Wh...WhAEh

WhhAEWhAEhAEWhAE
nn

nnn

+

−+

λ+==+λ+=

=λ++=++=+
 

Аналогично для собственного числа 2λ  и собственного вектора 2W : 

2
1

22
1 )1()( WhWhAE nn ++ λ+=+  
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(В выкладках используется следующее: 1W  является собственным векто-
ром матрицы A  и поэтому остается собственным вектором для матриц 

)( hAE +  и 1)( ++ nhAE . В двух последних случаях вектору 1W  соответ-

ствуют собственные числа )1( 1hλ+  и 1
1 )1( +λ+ nh  соответственно. Ана-

логично для 2W ).  

Таким образом,  

2
1

221
1

111 )1()1( WhWhv nn
n

++
+ λ+α+λ+α= .     (16.55) 

(Численное решение является линейной комбинацией собственных векто-
ров, а коэффициенты этой комбинации определяются начальными усло-
виями задачи (16.50), собственными числами матрицы A , шагом интегри-
рования h  и номером шага метода 1+n ). 

Из (16.55) следует: для того, чтобы при +∞→nx  численная траектория стреми-
лась к нулевому равновесию, необходимо поставить условия 

1111 21 <λ+<λ+ h,h , то есть 111 1 <λ+<− h , 111 2 <λ+<− h . С учетом 

условия 021 <λ<<λ  (см. (16.51)) получим  

1
1

2002
λ

<<⇒<λ<− hh ,  

2
2

2002
λ

<<⇒<λ<− hh  

( ) 121

220
λ

=
λλ

<<
,max

h . 

Утверждение 7 доказано.  

Вычислительная неустойчивость  

Предположим, что шаг h  недостаточно мал: 11 1 >λ+ h , но 11 2 <λ+ h .  

Так как собственные числа отрицательны, 11 1 −<λ+ h . Тогда  

1
1

11
1 1)1()1( +++ λ+−=λ+ nnn hh  

При +∞→nx  модуль численного решения (16.55) стремится к бесконечности 

∞=
+∞→

n
x

v
n
lim  , а само решение на каждом шаге численного метода меняет знак: 

)(sign  )(sign  1+−= nn vv . 
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Свойства такого численного решения не соответствуют свойствам истинного решения за-
дачи, см. (16.53). 

Описанное выше явление принято называть вычислительной неустойчивостью.  

Коммен та р ий  

В рассматриваемом примере получим ограничения  

002.0
1000

20 =<< h , 200
01.0
20 =<< h . 

Для «правдоподобного» численного счета нужно брать шаг 002.00 << h .  

Данное ограничение определяется быстро затухающей компонентой,  

не оказывающей существенного влияния на решение.  

Решение жесткой системы ОДУ неявным методом Эйлера 

Решим задачу (16.50) неявным методом Эйлера.  

При решении задачи Коши для системы ОДУ  
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dx
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           (16.1) 

неявный метод Эйлера записывается в виде 
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При решении задачи (16.50) метод принимает вид 
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Так как 
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неявный метод Эйлера представим в виде 
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У тв е ржд е ни е  8 .  При решении задачи (16.50), (16.51) неявным методом (16.56) с по-
стоянным шагом интегрирования consthhn ==  численное решение стремится к нуле-

вому равновесию при +∞→nx  при любом выборе шага 0>h . 

До к а з а т е л ь с тв о   

Пусть в методе (16.54) consthhn == .  

Тогда  

0
1

1
2

1 )()()( vhAE...vhAEvhAEv n
nnn

+
−+ +==+=+=  

Так как  

221100 WWuv α+α== ,  

численное решение имеет следующую структуру:  
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Используем свойства собственных чисел и собственных векторов. Так как  

1
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1
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h
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Аналогично для собственного числа 2λ  и собственного вектора 2W : 
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(В этих выкладках вектор 1W  является собственным вектором матрицы A  
и поэтому собственным вектором для матрицы )( hAE −  и собственным 

вектором для обратной к ней матрицы 1)( −− hAE . В двух последних слу-

чаях вектору 1W  соответствуют собственные числа )1( 1hλ−  и 1
1 )1( −λ− h  

соответственно. Далее матрица 1)( −− hAE  возводится в степень 1+n  и 

вектор 1W  остается собственным вектором для новой матрицы 
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)1()( +−− nhAE . Собственному вектору 1W  соответствует собственное 

число )1(
1 )1( +−λ− nh . Аналогично для 2W ).  

Таким образом,  
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(Численное решение является линейной комбинацией собственных векто-
ров, а коэффициенты этой комбинации определяются начальными усло-
виями задачи (16.50), собственными числами матрицы A , шагом интегри-
рования h  и номером шага метода 1+n ). 

С учетом условия 021 <λ<<λ  при любом 0>h  

1
1

10
1

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
λ−

<
h

, 1
1
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h

.       (16.58) 

Из (16.57) и (16.58) следует, что при +∞→nx  численная траектория задачи 
(16.50), (16.51), полученная методом (16.57),  стремится к нулевому равновесию 
при любом 0>h .  

Утверждение доказано.  

Коммен та р ий  

В примере не нужны ограничения на шаг. При любом выборе 0>h  вычислитель-
ная неустойчивость отсутствует.  

Выводы  

При решении задачи (16.50), (16.51) явным методом Эйлера приходится выбирать 
малый шаг, ограничение на который определяется быстро исчезающей компонен-
той решения, и интегрировать медленно меняющееся решение с малым шагом ин-
тегрирования.  

Так как после затухания быстро исчезающей компоненты само решение меняется 
медленно, его можно было бы искать с достаточно большим шагом интегрирова-
ния. Явным методом это делать нельзя, мешает вычислительная неустойчивость.  

Решение задачи (16.50), (16.51) неявным методом Эйлера не требует ограничений 
на шаг, медленно меняющееся решение можно вычислить с достаточно большим 
шагом интегрирования.  

Ограничения на выбор шага при решении жестких систем ОДУ типичны для многих 
явных методов, многие неявные методы свободны от таких ограничений. Недоста-
ток неявных методов – более сложная схема расчета точек численной траектории.   
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Развитие представлений о жестких системах ОДУ и примеры неявных методов  

Понятие жесткой системы уравнений, введенное в начале данного парагра-
фа, можно обобщить на более широкий класс систем ОДУ (не обязательно 
линейных).  

Принципиально важно наличие в таких системах следующих свойств: нали-
чие быстро затухающей и медленно меняющейся компоненты, наличие по-
граничного слоя, вычислительная неустойчивость многих методов при по-
пытках интегрировать медленно меняющееся решение с недостаточно ма-
лым шагом численного интегрирования.  

 

16.14. Примеры неявных одношаговых методов типа Рунге-Кутта,  
а также их канонический вид 

1) Неявный метод Эйлера 
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2) Неявный одностадийный метод типа Рунге-Кутта оптимального (2-го) порядка 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

⋅++=

⋅+=
+==

+

+

2...1,0,

)
2

,
2

(

,  ,  ,

11

11

1000

n

khvhxfk

khvv
hxxuvx

n
n

n
n

nnn

nnn

       (16.61) 

3) Неявный двухстадийный метод типа Рунге-Кутта 2-го порядка 
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      (16.62) 
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3) Неявный двухстадийный метод типа Рунге-Кутта 3-го порядка 
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  (16.63) 

4) Неявный двухстадийный метод типа Рунге-Кутта оптимального (4-го) порядка 
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  (16.64) 

5) Неявный трехстадийный метод типа Рунге-Кутта оптимального (6-го) порядка 
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Неявные одношаговые методы типа Рунге-Кутта записывают  
в каноническом виде  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⋅+=

+==

++

+

2...1,0,
),,,(

,  ,  ,

11

1000

n
vhvxFhvv

hxxuvx

nnnnnnn

nnn
        (16.66) 

где 

)(...)()(),,( 2211 nssnnnnn hkphkphkphvxF ⋅++⋅+⋅= .     (16.67) 

Число s  – количество стадий – характеризует трудоемкость метода. 

Неявный метод имеет параметры 

sipi ,...1, =   

sii ,...1, =α   

sjsiij ,...1,,...1, ==β . 

Тогда формулы для расчета sihk ni ,...1,)( = , то есть коэффициентов метода, при-
нимают вид 
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ββα
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   (16.68) 

Чтобы найти коэффициенты sihk ni ,...1,)( = , необходимо решить линейную или нели-
нейную (в зависимости от правой части дифференциального уравнения) систему уравне-
ний.  

Поэтому методы типа Рунге-Кутта, заданные формулами (16.66)-(16.68), в общем 
случае оказываются неявными. 
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Модуль 16 – Практикум по теме  
«Методы численного решения задачи Коши для обыкновенных 
дифференциальных уравнений и систем» 
 
Часть I 
Пример  1 .  Примен е ни е  ме тодов  Эйлер а  и  Рун г е -К у т т а - I I  ( с л у -
ч а й  обыкнов е н но г о  диффер е н ци альн о г о  ур а вн е н ия )  

 

Поставлена задача Коши 
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C шагом численного интегрирования 01.0=h  нужно cделать один шаг  

a) методом Эйлера;  

б) методом Рунге-Кутта II.  

Затем для каждого метода указать глобальные погрешности на нулевом и пер-
вом шаге и сравнить погрешности двух методов. 

 

Решени е  

а )  ме тод  Эйлер а  

Запишем задачу Коши для ОДУ в общем виде  
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Функция )(xu  является искомой.  

В данном примере 

00 =x , 10 =u , uuxf 5),( = . 

Метод Эйлера строит численное решение ...2,1,0),,( =nvx nn  по формулам  
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),(

,
,

1

1

00

n
vxfhvv

hxx
uv

nnnnn

nnn  

где ),( 00 vx  – начальная точка численной траектории, nh  – шаг численного ин-
тегрирования на шаге метода с номером 1+n , то есть при вычислении 

),( 11 ++ nn vx  на основе ),( nn vx  

В данном примере начальной точкой численной траектории является  

00 =x , 10 =v . 

 

Так как 01.0=h , следующим узлом является 

01.001.0001 =+=+= hxx . 

 

Значение )(xv  при 1xx =  составит 

),( 0001 vxfhvv ⋅+=  

 

Подставляя условия задачи, получим 

05.11501.011 =⋅⋅+=v  

Отв е т  

Численная траектория, построенная методом Эйлера с шагом 01.0=h ,  

из начальной точки  

00 =x , 10 =v   

на первом шаге попадает в точку  

01.01 =x , 05.11 =v . 

 

б )  ме тод  Рун г е -К у т т а  I I   

Метод строит численное решение ...2,1,0),,( =nvx nn  по формулам 
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+

...2,1,0

))},,(,(),({
2

,
,

1

1

00

n

vxfhvhxfvxfhvv
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uv
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При вычислении ),( 11 ++ nn vx  используется правая часть ОДУ с аргументами: 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⋅++ )),(,(

),(

)(
,

4444 34444 21

321

n

nn

hшагомс
Эйлераметодом

v,xточкитекущейиз
полученнаяточка

nnnnnn

траектории
численной 
точка 
текущая 

nn

vxfhvhxf

vxf

 

Начальной точкой численной траектории является 00 =x , 10 =v . 

Следующим узлом сетки является  

01.001.0001 =+=+= hxx . 

 

Значение )(xv  при 1xx =  составит 

})),(,(),({
2 00000001 vxfhvhxfvxfhvv ⋅+++⋅+=  

то есть 

})5(55{
2 00001 vhvvhvv ⋅⋅+⋅+⋅⋅+=  

 

На первом шаге метода получим 

05125.1)5.12(1005.1

125
2

)01.0(501.01})1501.01(515{
2
01.01

4

2
1

=⋅+=

=⋅⋅+⋅+=⋅⋅+⋅+⋅⋅+=

−

v
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Отв е т  

Численная траектория, построенная методом Рунге-Кутта II  

с шагом 01.0=h , из начальной точки  

00 =x , 10 =v   

на первом шаге попадает в точку  

01.01 =x , 05125.11 =v . 

 

Глоб альные  по г р ешно с ти  

Глобальной погрешностью метода в узле nxx =  называют разность истинного 
и численного решений, то есть  

nnn vuE −=  

 

Глобальная погрешность в узле 0xx =  каждого из методов – и метода Эйлера, и 
метода Рунге-Кутта II, равна нулю, потому что 

0000 =−= vuE  

 

Чтобы указать глобальную погрешность на первом шаге метода, нужно знать точ-
ное решение задачи  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

1)0(

5

u

u
dx
du

 

 

В данном случае оно известно и равно  

xexu 5)( = , 

потому что 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

⋅=

⋅ 1

5][

05

5
5

e

e
dx
ed x

x
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В узле 01.01 =x  точное решение принимает значение 

05.001.05
1 )01.0( еeuu === ⋅ . 

 

С абсолютной погрешностью не более 910−  запишем данное значение как 

43421
разрядов

е
9

05.0 051271096.1≈ . 

Глобальная погрешность метода Эйлера в узле 01.01 =x  представляет собой  

05.1051271096.105.105.0
1 −≈−= eE . 

Глобальная погрешность метода Рунге-Кутта II в том же узле 01.01 =x  есть 

05125.1051271096.105125.105.0
1 −≈−= eE  

 

Глобальная погрешность метода Эйлера в узле 01.01 =x  составит 

2
1 10127.0 −⋅≈E , 

а для метода Рунге-Кутта II в узле 01.01 =x  указанная погрешность равна 

4
1 10211.0 −⋅≈E  

В силу неточного задания числа 05.0е  каждая из погрешностей указана, в свою 

очередь, с абсолютной погрешностью не более 910− . 

Отв е т  

На начальном шаге в узле 00 =x  глобальная погрешность каждого из мето-
дов равна нулю, потому что  

00 vu =  

На первом шаге в узле 01.01 =x  глобальная погрешность метода Рунге-Кутта 
II лучше (меньше), чем в методе Эйлера, потому что  

24 10127.010211.0 −− ⋅<⋅  
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З ад а ни е  к  Пример у  1   

Ра з б ир а я  Пример  1 ,  у к ажи те  обо з н а ч е н и я  и  з а п иши те  оп -
р ед ел е ни я  для  с л ед ующих  т е рминов  

Истинная траектория 

Численная траектория 

Текущая точка численной траектории 

Следующая точка численной траектории 

Шаг численного интегрирования (шаг сетки) 

Узлы сетки 

Равномерная сетка 

Шаг метода 

Глобальная погрешность 

Локальная погрешность 

Вспомогательная задача для определения локальной погрешности 

Абсолютная погрешность представления числа 
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Пример  2 .  Примен е ни е  ме тодов  Эйлер а  и  Рун г е -К у т т а - I I  для  
с и с т емы  обыкнов е н ных  диффер е н ци альных  ур а вн е н ий  

 

Поставлена задача Коши для системы ОДУ 2-го порядка 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−+−=

++=

2)2()1(
)2(

2)2()1(
)1(

][

xuu
dx

du

xuu
dx

du

 

с начальными условиями 

1)0()1( =u ,  

2)0()2( =u . 

Используя шаг интегрирования 01.0=h  нужно cделать один шаг  

a) методом Эйлера;  

б) методом Рунге-Кутта II.  

Затем записать определение  глобальной погрешности и для каждого из методов  
указать ее на первом шаге и в начальной точке. 

 

Решени е  

а )  ме тод  Эйлер а  
Э та п  I  

Покажем, как записать поставленную выше задачу Коши в общем (векторном) и за-
тем покомпонентном виде. 

Сначала запишем задачу Коши для системы ОДУ 2-го порядка в общем виде  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

00)(

),(

uxu

uxf
dx
du

 

где вектор-функция )(xu  является искомой:  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

)(
)()( )2(

)1(

xu
xuxu , 
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правая часть системы ),( uxf  представляет собой вектор-функцию 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

),,(
),,(),( )2()1()2(

)2()1()1(

uuxf
uuxfuxf , 

начальное условие 0u  является вектором: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= )2(

0

)1(
0

0
u

u
u . 

Через )( 0xu  обозначена функция )(xu  при 0xx = :  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

)(
)()(

0
)2(

0
)1(

0
xu
xuxu , 

 

Чтобы применить численный метод, записываем задачу по компонентам: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=

),,(

),,(

)2()1()2(
)2(

)2()1()1(
)1(

uuxf
dx

du

uuxf
dx

du

 

Начальные условия принимают вид 

)1(
00

)1( )( uxu = ,  

)2(
00

)2( )( uxu = . 

 

Функции )(),( )2()1( xuxu   

нужно найти.  

 

В данном примере 

00 =x ,  

1)1(
0 =u ,  
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2)2(
0 =u , 

xuuuuxf ++= 2)2()1()2()1()1( ][),,( ,  

2)2()1()2()1()2( ),,( xuuuuxf −+−= . 

 

Э та п  I I  

Метод Эйлера строит численную траекторию ...2,1,0),,( =nvx nn по формулам  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
⋅+=

+=
=

+

+

,...2,1,0
),(

,
,

1

1

00

n
vxfhvv

hxx
uv

nnnnn

nnn  

Здесь ),( 00 vx  – начальная точка численной траектории, nh  – шаг численного ин-
тегрирования на шаге метода с номером 1+n , то есть при вычислении 

),( 11 ++ nn vx  на основе ),( nn vx . 

 

Метод Эйлера можно записать по компонентам: для системы ОДУ 2-го порядка ме-
тод принимает вид 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

⋅+=

⋅+=

+=

=

=

+

+

+

,...2,1,0

),,(

),,,(

,

,

,

)2()1()2()2()2(
1

)2()1()1()1()1(
1

1

)2(
0

)2(
0

)1(
0

)1(
0

n

vvxfhvv

vvxfhvv

hxx

uv

uv

nnnnnn

nnnnnn

nnn  

Здесь ),,( )2(
0

)1(
00 vvx  – начальная точка численной траектории, nh  – шаг числен-

ного интегрирования на шаге метода с номером 1+n , то есть при вычислении 

),,( )2(
1

)1(
11 +++ nnn vvx  на основе ),,( )2()1(

nnn vvx  
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Обратите внимание, что при вычислении первой компоненты )1(
1+nv  использу-

ется первая компонента )1(
nv  и первая компонента (...))1(f .  

Аналогично для вычисления  второй компоненты )2(
1+nv  нужны вторая компо-

нента )2(
nv  и вторая компонента (...))2(f .  

Аргументы функций (...))1(f , (...))2(f  используют и первую, и вторую ком-

поненты )1(
nv , )2(

nv . 

 

Э та п  I I I  

Сопоставим условия задачи и метод Эйлера, записанный по компонентам. 

Начальной точкой численной траектории является  

00 =x , 

1)1(
0 =v ,  

2)2(
0 =v . 

 

Так как 01.0=h , следующим узлом сетки является 

01.001.0001 =+=+= hxx . 

 

Значение )(xv  при 1xx =  составит 

⎥
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⎦
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Подставляя условия задачи, получим 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

=
⎥
⎥
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⎤
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⎢
⎣

⎡
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++⋅+⎥

⎦

⎤
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⎣

⎡
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05.1

01.02
05.01

021
02101.0

2
1

2

2
1v  
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Отв е т  

Численная траектория, построенная методом Эйлера с шагом 01.0=h ,  

из начальной точки  

00 =x ,  

1)1(
0 =v ,  

2)2(
0 =v   

на первом шаге попадает в точку  

01.01 =x ,  

05.1)1(
1 =v ,  

01.2)2(
1 =v . 

 

б )  ме тод  Рун г е -К у т т а  I I   
Э та п  I V  

Для решения задачи используем запись задачи Коши в общем виде и по компонен-
там, см. пункт а) 

Метод Рунге-Кутта II строит численное решение ...2,1,0),,( =nvx nn   
по формулам  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

⋅+++⋅+=

+=
=

+

+

...2,1,0
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,
,

1

1

00

n

vxfhvhxfvxfhvv

hxx
uv

nnnnnnn
n

nn

nnn
 

Здесь ),( 00 vx  – начальная точка численной траектории, nh  – шаг численного ин-
тегрирования на шаге метода с номером 1+n , то есть при вычислении 

),( 11 ++ nn vx  на основе ),( nn vx . 

При вычислении ),( 11 ++ nn vx  используется правая часть ОДУ с аргументами 
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Для системы ОДУ 2-го порядка метод записывается по компонентам  
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Здесь ),,( )2(
0

)1(
00 vvx  – начальная точка численной траектории, nh  – шаг числен-

ного интегрирования на шаге метода с номером 1+n , то есть при вычислении 

),,( )2(
1

)1(
11 +++ nnn vvx  на основе ),,( )2()1(

nnn vvx . 

 

Обратите внимание, что здесь, как и в методе Эйлера, при вычислении пер-

вой компоненты )1(
1+nv  используется первая компонента )1(

nv  и первая компо-

нента (...))1(f .  

 

Аналогично для вычисления второй компоненты )2(
1+nv  нужны вторая компо-

нента )2(
nv  и вторая компонента (...))2(f .  
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Аргументы функций (...))1(f , (...))2(f  используют и первую, и вторую ком-

поненты )1(
nv , )2(

nv . 

 

Для каждого 2,1=j  такие аргументы формируются следующим образом: 

⎪
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nnnnnnnnnnnn
j
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чка текущая то
nnn
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vvxfhvvvxfhvhxf

vvxf

 

 

Чтобы получить формулы, удобные для расчетов, введем дополнительные 
обозначения для вспомогательной точки, полученной методом Эйлера: 
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Тогда для системы ОДУ 2-го порядка метод Рунге-Кутта II записывается в виде 
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Э та п  V  

 

Сопоставим условия задачи и метод, записанный по компонентам. 

 

Начальной точкой численной траектории является  

00 =x  

1)1(
0 =v ,  

2)2(
0 =v . 

 

Так как 01.0=h , следующим узлом сетки является 

01.001.0001 =+=+= hxx . 

 

Значение )(xv  при 1xx =  составит 
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Вычисляем вспомогательную точку: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
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01.2}021{01.02
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Эйлер

Эйлер

v

v

x

 

 

Вычислим значения правых частей дифференциальных уравнений в текущей и 
вспомогательной точках: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−+−
++=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

1
5

021
021

),,(

),,(
2

2

)2(
0

)1(
00

)2(

)2(
0

)1(
00

)1(

vvxf

vvxf
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−+−
++=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

9599.0
1001.5

)01.0(01.205.1
01.0)01.2(05.1

),,(

),,(
2

2

)2(
1

)1(
11

)2(

)2(
1

)1(
11

)1(

ЭйлерЭйлер

ЭйлерЭйлер

vvxf

vvxf
 

 

Подставляя результаты вычислений и условия задачи, получим 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

⋅+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0098.2
0505.1

9599.01
1001.55

2
01.0

2
1

1v  

 

Отв е т  

Численная траектория, построенная методом Рунге-Кутта II с шагом 01.0=h ,  

из начальной точки  

00 =x ,  

1)1(
0 =v ,  

2)2(
0 =v   

попадает в точку  

01.01 =x ,  

0505.1)1(
1 =v ,  

0098.2)2(
1 =v . 
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Глоб альные  по г р ешно с ти  
Э та п  V I  

Глобальной погрешностью метода в узле nxx =  называют разность истинного и 
численного решений, то есть  

nnn vuE −=  

 

Так как рассматривается система обыкновенных дифференциальных уравнений 
2-го порядка, истинное и численное решения в узле nxx =  есть векторы  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= )2(

)1(

n

n
n

u
uu , 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= )2(

)1(

n

n
n

v
vv  

 

Поэтому глобальная погрешность также есть вектор 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= )2(

)1(

n

n
n

E
EE  

 

Для компонент глобальной погрешности запишем 

)1()1()1(
nnn vuE −=  

)2()2()2(
nnn vuE −=  

 

Э та п  V I I  

Глобальная погрешность и метода Эйлера, и метода Рунге-Кутта II в узле 0xx =  
равна нулю, потому что 

0000 =−= vuE  

 

то есть по компонентам  

0)1(
0

)1(
0

)1(
0 =−= vuE ,  
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0)2(
0

)2(
0

)2(
0 =−= vuE . 

 

Э та п  V I I I  

Чтобы указать глобальную погрешность на первом шаге метода, нужно знать точ-
ное решение задачи Коши. Поскольку в данном случае оно неизвестно, запишем 
глобальную погрешность метода Эйлера 

111 vuE −=  

по компонентам в виде: 

05.1)1(
1

)1(
1 −= uE ,  

01.2)2(
1

)2(
1 −= uE . 

 

Глобальную погрешность на первом шаге метода Рунге-Кутта II  

111 vuE −=  

запишем по компонентам в виде: 

0505.1)1(
1

)1(
1 −= uE ,  

0098.2)2(
1

)2(
1 −= uE . 

 

Отв е т  

На начальном шаге в узле 00 =x  глобальная погрешность каждого из мето-
дов равна нулю  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
0

0E  

На первом шаге в узле 01.01 =x  глобальная погрешность метода Эйлера со-
ставит 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
=

01.2

05.1
)2(

1

)1(
1

1
u

u
E  
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а для метода Рунге-Кутта II записывается в виде 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
=

0098.2

0505.1
)2(

1

)1(
1

1
u

u
E  

 

Пример  3 .  Кон тр оль  ло к а льной  по г р ешно с ти  с  помощью  двой -
но г о  с ч е т а  с  половинным  ша г ом   
( с л уч а й  диффер е н ци альн о г о  ур а вн е н ия )  

Пример разобран на лекциях 

 

Пример  4 .  Кон тр оль  ло к а льной  по г р ешно с ти  с  помощью  ме то -
дов  р а з ных  пор яд к о в  
( с л уч а й  диффер е н ци альн о г о  ур а вн е н ия )  

Пример разобран на лекциях 
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Модуль 16 – Практикум по теме  
«Методы численного решения задачи Коши для обыкновенных 
дифференциальных уравнений и систем» 
 
Часть II 
 

Пример  5 .  Примен е ни е  ме тод а  Рун г е -К у т т а  пор яд к а  4   
( с л уч а й  обыкнов е н но г о  диффер е н ци альн о г о  ур а вн е н ия )  

 

Поставлена задача Коши 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

++=

1)0(

975

u

xu
dx
du

 

C шагом численного интегрирования 01.0=h  cделать один шаг  

методом Рунге-Кутта 4-го порядка.  

 

Решени е  

 

Запишем задачу Коши для ОДУ в общем виде  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

00)(

),(

uxu

uxf
dx
du

 

Функция )(xu  является искомой.  

В данном примере 

00 =x , 10 =u , 975),( ++= xuuxf . 

 

Метод строит численное решение ...2,1,0),,( =nvx nn  по формулам  
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

+++⋅+=

+=
=

+

+

...2,1,0

}22{
6

,
,

43211

1

00

n

kkkkhvv

hxx
uv

n
nn

nnn
 

где ),( 00 vx  – начальная точка численной траектории, nh  – шаг численного ин-
тегрирования на шаге метода с номером 1+n , то есть при вычислении 

),( 11 ++ nn vx  на основе ),( nn vx . 

Коэффициенты 4,...1, =iki  вычисляются последовательно по формулам: 

),(1 nn vxfk =  

)
2

,
2

( 12 khvhxfk n
n

n
n ⋅++=  

)
2

,
2

( 23 khvhxfk n
n

n
n ⋅++=  

),( 34 khvhxfk nnnn ⋅++=  

 

В данном примере начальной точкой численной траектории является  

00 =x , 10 =v . 

 

Так как 01.0=h , следующим узлом сетки является 

01.001.0001 =+=+= hxx . 

 

Значения коэффициентов 4,...1, =iki  на первом шаге метода составят 

 

1490715),( 001 =+⋅+⋅== vxfk  
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385.149035.007.15

9}
2
01.00{7}14

2
01.01{5)

2
,

2
( 1002

=++⋅=

=++⋅+⋅+⋅=⋅++= khvhxfk
 

 

394625.149035.0071925.15

9}
2
01.00{7}385.14

2
01.01{5)

2
,

2
( 2003

=++⋅=

=++⋅+⋅+⋅=⋅++= khvhxfk
 

 

78973125.14
9}01.00{7}394625.1401.01{5),( 3004

=
=++⋅+⋅+⋅=⋅++= khvhxfk

 

 

Значение )(xv  при 1xx =  запишем в виде 

}22{01.0 432101 kkkkvv +⋅+⋅+⋅+=  

 

Подставляя условия задачи и результаты вычислений, получим 

75968914143.134898125.86
6
01.01

}78973125.14394625.142385.14214{
6
01.011

=⋅+=

=+⋅+⋅+⋅+=v
 

Отв е т  

Численная траектория, построенная методом Рунге-Кутта 4-го порядка 

с шагом 01.0=h , из начальной точки  

00 =x ,  

10 =v   

на первом шаге попадает в точку  

01.01 =x ,  

75968914143.11 =v . 
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Пример  6 .  Примен е ни е  ме тод а  Рун г е -К у т т а - 4 - г о  пор яд к а   
для  с и с т емы  обыкнов е н ных  диффер е н ци альных  ур а вн е н ий  

 

Поставлена задача Коши для системы ОДУ 2-го порядка 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−+−=

++=

2)2()1(
)2(

2)2()1(
)1(

][

xuu
dx

du

xuu
dx

du

 

с начальными условиями 

1)0()1( =u ,  

2)0()2( =u . 

Используя шаг интегрирования 01.0=h  cделать один шаг  

методом Рунге-Кутта порядка 4.  

 

Решени е  
Э та п  I  

Задачу Коши для системы ОДУ 2-го порядка запишем в виде  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

00)(

),(

uxu

uxf
dx
du

 

где вектор-функция )(xu  является искомой:  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

)(
)()( )2(

)1(

xu
xuxu , 

правая часть системы ),( uxf  представляет собой вектор-функцию 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

),,(
),,(),( )2()1()2(

)2()1()1(

uuxf
uuxfuxf , 
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начальное условие 0u  является вектором 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= )2(

0

)1(
0

0
u

u
u  

Через )( 0xu  обозначена функция )(xu  при 0xx = :  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

)(
)()(

0
)2(

0
)1(

0
xu
xuxu , 

 

Чтобы применить численный метод, записываем задачу по компонентам: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=

),,(

),,(

)2()1()2(
)2(

)2()1()1(
)1(

uuxf
dx

du

uuxf
dx

du

 

Начальные условия принимают вид 

)1(
00

)1( )( uxu = ,  

)2(
00

)2( )( uxu = , 

Функции )(),( )2()1( xuxu   

нужно найти.  

 

В данном примере 

00 =x ,  

1)1(
0 =u ,  

2)2(
0 =u , 

xuuuuxf ++= 2)2()1()2()1()1( ][),,( ,  

2)2()1()2()1()2( ),,( xuuuuxf −+−= . 
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Э та п  I I  

Метод Рунге-Кутта 4-го порядка строит численную траекторию 
...2,1,0),,( =nvx nn по формулам  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

+++⋅+=

+=
=

+

+

...2,1,0

}22{
6

,
,

43211

1

00

n

kkkkhvv

hxx
uv

n
nn

nnn
 

где ),( 00 vx  – начальная точка численной траектории, nh  – шаг численного ин-
тегрирования на шаге метода с номером 1+n , то есть при вычислении 

),( 11 ++ nn vx  на основе ),( nn vx . 

Коэффициенты 4,...1, =iki  вычисляются последовательно по формулам: 

),(1 nn vxfk =  

)
2

,
2

( 12 khvhxfk n
n

n
n ⋅++=  

)
2

,
2

( 23 khvhxfk n
n

n
n ⋅++=  

),( 34 khvhxfk nnnn ⋅++=  

 

Запишем метод для системы ОДУ 2-го порядка по компонентам: 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

+⋅+⋅+⋅+=

+⋅+⋅+⋅+=

+=

=

=

+

+

+

,...2,1,0

}22{
6

},22{
6

,

,

,

)2(
4

)2(
3

)2(
2

)2(
1

)2()2(
1

)1(
4

)1(
3

)1(
2

)1(
1

)1()1(
1

1

)2(
0

)2(
0

)1(
0

)1(
0

n

kkkkhvv

kkkkhvv

hxx

uv

uv

n
nn

n
nn

nnn
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Здесь ),,( )2(
0

)1(
00 vvx  – начальная точка численной траектории, nh  – шаг числен-

ного интегрирования на шаге метода с номером 1+n , то есть при вычислении 

),,( )2(
1

)1(
11 +++ nnn vvx  на основе ),,( )2()1(

nnn vvx . 

 

Обратите внимание, что при вычислении первой компоненты )1(
1+nv  исполь-

зуются первые компоненты )1(
nv  и каждого из 4,...1, =iki .  

При вычислении второй компоненты )2(
1+nv  нужны вторые компоненты )2(

nv  и 

каждого из 4,...1, =iki .  

 

Компоненты коэффициентов 4,...1, =iki  вычисляются последовательно по 
формулам 

 

),,( )2()1()1()1(
1 nnn vvxfk =  

),,( )2()1()2()2(
1 nnn vvxfk =  

 

)
2

,
2

,
2

( )2(
1

)2()1(
1

)1()1()1(
2 khvkhvhxfk n

n
n

n
n

n ⋅+⋅++=  

)
2

,
2

,
2

( )2(
1

)2()1(
1

)1()2()2(
2 khvkhvhxfk n

n
n

n
n

n ⋅+⋅++=  

 

)
2

,
2

,
2

( )2(
2

)2()1(
2

)1()1()1(
3 khvkhvhxfk n

n
n

n
n

n ⋅+⋅++=  

)
2

,
2

,
2

( )2(
2

)2()1(
2

)1()2()2(
3 khvkhvhxfk n

n
n

n
n

n ⋅+⋅++=  

 

),,( )2(
3

)2()1(
3

)1()1()1(
4 khvkhvhxfk nnnnnn ⋅+⋅++=  
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),,( )2(
3

)2()1(
3

)1()2()2(
4 khvkhvhxfk nnnnnn ⋅+⋅++=  

 

Для вычисления первой компоненты коэффициента 4,...1, =iki  нужна пер-

вая компонента функции, то есть (...))1(f  

Для вычисления второй компоненты коэффициента 4,...1, =iki  нужна вто-

рая компонента функции, то есть (...))2(f  

 

Аргументы функций (...))1(f , (...))2(f  используют и первую, и вторую ком-

поненты )1(
nv , )2(

nv . 

Сдвиг по аргументу )1(
nv  осуществляется с помощью первой компоненты со-

ответствующего коэффициента 4,...1, =iki . 

Сдвиг по аргументу )2(
nv  осуществляется с помощью второй компоненты со-

ответствующего коэффициента 4,...1, =iki . 

 

Э та п  I I I  

Сопоставим исходную задачу и метод, записанный по компонентам. 

Начальной точкой численной траектории является  

00 =x  

1)1(
0 =v ,  

2)2(
0 =v . 

 

Так как 01.0=h , следующим узлом сетки является 

01.001.0001 =+=+= hxx . 



  81

 

Значение )(xv  при 1xx =  составит 

⎥
⎥
⎦

⎤
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⎢
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⎦
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⎢
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)2(
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0
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1
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1

1
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6 kkkk

kkkkh
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v
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v
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Подставляя условия задачи, получим 
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⎢
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++=
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⎠
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⎜
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⎠
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⎜
⎝
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2
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2
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⎠
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⎜
⎝
⎛ ⋅++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+

=

979625.0
250156250498746362.5

)005.0(004900125.2025250125.1
005.0)004900125.2(025250125.1

2
01.0980025.0

2
01.02050025.5

2
01.01

2
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2
01.02050025.5

2
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2

2

2
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−⋅++⋅+−
+⋅++⋅+=

563774984379591975153.0
47562656250995807330.5
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Далее вычислим вектор с компонентами 

 

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+⋅+⋅+

+⋅+⋅+
)2(

4
)2(

3
)2(

2
)2(

1

)1(
4

)1(
3

)1(
2

)1(
1

22

22

kkkk

kkkk
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
5

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+

980025.0
050025.5

2 +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+

979625.0
250156250498746362.5

2  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

563774984379591975153.0
47562656250995807330.5

 =… 

 

Подставляя условия задачи и результаты вычисления коэффициентов 
4,...1, =iki , на первом шаге метода получим 
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Отв е т  

Численная траектория, построенная методом Рунге-Кутта 4-го порядка 

с шагом 01.0=h , из начальной точки  

00 =x  

1)1(
0 =v ,  
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2)2(
0 =v . 

 

на первом шаге попадает в точку  

01.01 =x  

050498967.1)1(
1 =v ,  

009797496.2)2(
1 =v . 

 

Значения )(xv  при 1xx =  приведены с округлением, абсолютная погреш-

ность указанных значений не превышает 910− . 
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Материалы для выполнения заданий по теме  
«Численное решение задачи коши для жестких систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений» 
 
Точное решение модельной задачи в случае a11= a22= - 500.005; a12=a21=499.995  

Точное решение жесткой системы ОДУ 
(u(1), u(2)) = (7, 13) при x=0
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Рисунок 1А 

 
Точное решение жесткой системы ОДУ 

(u(1), u(2)) = (7, 13) при x=0
(прохождение погранслоя)
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Рисунок 1Б 
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Точное решение жесткой системы ОДУ 
(u(1), u(2)) = (7, 13) при x=0
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Рисунок 1В 

 

Точное решение жесткой системы ОДУ 
(u(1), u(2)) = (7, 13) при x=0
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Рисунок 1Г 
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Явный метод Эйлера, h=0,001 
(точное решение не показано) 

Численное решение жесткой системы ОДУ 
(u(1), u(2)) = (7, 13) при x=0; шаг h=0,001

6

7

8

9

10

11

12

13

14

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
Значение x

Зн
ач
ен
ия

 u
(1

), 
v(

1)
, u

(2
) и

 v
(2

)

v(1)

v(2)

 
Рисунок 2А 

 

Численное решение жесткой системы ОДУ 
(u(1), u(2)) = (7, 13) при x=0; шаг h=0,001
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Рисунок 2Б 
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Численное решение жесткой системы ОДУ 
(u(1), u(2)) = (7, 13) при x=0; шаг h=0,001
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Рисунок 2В 
 

Глобальная погрешность решения жесткой системы ОДУ
(u(1), u(2)) = (7, 13) при x=0; шаг h=0,001
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Рисунок 2Г 
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Явный метод Эйлера, h=0,005 

(фрагмент точного решения показан на рис. 3Б) 
 

Численное решение жесткой системы ОДУ 
(u(1), u(2)) = (7, 13) при x=0; шаг h=0,005
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Рисунок 3А 
 

 
 

Рисунок 3Б 
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